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           Introduzione 
 
Le dinamiche demografiche stanno cambiando inevitabilmente, 
influenzando molteplici aspetti della vita moderna. Molti Paesi sviluppati 
sono stati caratterizzati da un forte invecchiamento della popolazione, 
provocato da una persistente bassa fecondità, e dall’altra da un aumento 
della longevità. 
Le condizioni di vita favorevoli, la fine dei conflitti mondiali, i progressi 
fatti nel campo della medicina insieme all’attenuarsi delle malattie virali  
hanno permesso di incrementare la speranza di vita media, permettendo 
all’uomo di arrivare in salute ad età molto avanzate.  
Questi cambiamenti hanno avuto effetti in diversi ambiti della società. Per 
prima cosa, l’invecchiamento della popolazione è una delle cause per cui la 
classe dirigente (specialmente in Italia) è formata maggiormente da soggetti 
prossimi al pensionamento. Anche il peso degli anziani votanti è cambiato 
nel tempo muovendo la politica verso differenti direzioni. Un altro problema 
è caratterizzato dalla spesa previdenziale perché in un sistema basato sul 
metodo della ripartizione, i lavoratori attivi devono finanziare attraverso i 
contributi le pensioni agli anziani. Attualmente si sta arrivando, con 
l’aumentare della longevità, ad un rapporto di un anziano per un lavoratore 
attivo. Questa situazione potrebbe diventare insostenibile e proprio per 
questo i governi stanno cercando di attuare numerose riforme. 
In aggiunta a tutti questi aspetti, è importante ricordare come l’incremento 
della longevità influenzi in modo sostanziale anche l’ambito assicurativo. Le 
imprese di assicurazione vita e i fondi pensione vengono inevitabilmente 
interessati da questo fenomeno, appunto perché nascono come istituti che 
costruiscono prodotti e offrono servizi riferendosi proprio alle dinamiche 
demografiche.  
La riduzione dei tassi di mortalità in età senili hanno un forte impatto su 
alcune polizze assicurative, quali le rendite vitalizie che sono caratterizzate 
da lunghe durate contrattuali. Inoltre la decrescenza nel tempo delle 
probabilità di decesso ad ogni età gioca a sfavore dell’impresa di 
assicurazione.Le assicurazioni sulla vita hanno lo scopo di costituire una 
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disponibilità finanziaria in caso di vita dell’assicurato ad una determinata 
epoca. Così la riduzione della mortalità rispetto al suo valore atteso influisce 
sia sull’entità delle prestazioni dell’assicuratore ad una certa epoca e sia sul 
tempo di liquidazione.Con la conseguenza che se il trend migliorativo della 
mortalità si manifesta più forte di quello atteso, si arriva ad una sottostima 
dei costi dell’assicuratore, provocando una sovraesposizione finanziaria.Il 
problema più grande è il rischio di un aumento sistematico della durata di 
vita della popolazione nel suo complesso, in quanto questa natura 
sistematica, cioè non diversificabile di questo rischio (longevity risk), rende 
molto costosa la sua gestione da parte degli assicuratori. 
Il longevity risk influisce notevolmente sulle assicurazioni caso vita. 
Precisamente i miglioramenti della sopravvivenza causano l’aumento del 
numero dei pagamenti che l’impresa si trova a dover regolare per ogni anno 
e per il numero di anni in cui si manifestano i miglioramenti e di 
conseguenza la riserva è sottodimensionata per ogni istante temporale. 
Viceversa, peggioramenti della sopravvivenza causano la sovrastima dei 
costi che pesano negativamente sull’attività di gestione aziendale. A causa 
di tale sovrastima, l’impresa accantona disponibilità a copertura di costi 
futuri che non sosterrà, immobilizzando attività che potrebbero essere 
impiegate diversamente. Tutto ciò comporta per l’impresa un costo-
opportunità più o meno significativo. 
Il problema di possibili scostamenti sistematici tra frequenze di decesso 
osservate ex post e le ipotesi di sopravvivenza degli assicurati formulate ex 
ante dalle imprese di assicurazione possono compromettere una sana e 
prudente gestione aziendale. Emerge dunque un problema di governo di 
questo rischio affinché esso non si abbatta in maniera preoccupante 
sull’equilibrio d’impresa e sulla sua sostenibilità prospettica.  
Le rendite vitalizie sulla vita possono essere considerate come prodotti 
assicurativi sempre più importanti per il fatto che le popolazioni occidentali 
stanno diventando sempre più longeve.  
Una questione di rilevante importanza risulta essere la problematica della 
condivisione del longevity risk tra annuity providers e annuitants. 
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Un approccio convenzionale a questo tipo di problema è la 
riassicurazione. 
Tuttavia la riassicurazione per la copertura del rischio longevità è 
normalmente molto costosa e le compagnie di assicurazione sono contrarie a 
comprare coperture riassicurative a lungo termine (es. per il rischio di 
credito). 
La securitization offre un’interessante alternativa alla riassicurazione.1 A 
tal proposito, alcuni studi, che hanno fornito efficaci strumenti per stabilire 
le fasce di età che contribuiscono al costo aggiuntivo associato all’evolversi 
dei miglioramenti della mortalità, hanno evidenziato che il pericolo per gli 
annuity provider è nel medio termine2. Khalaf-Allah, Haberman, and Verrall 
(2006) hanno studiato la relazione tra le differenze di mortalità e il 
corrispettivo cambiamento nel valore attuale atteso di una rendita vitalizia. 
Se ad esempio una rendita comincia a 60 anni, la fascia di età critica nei loro 
studi è 73-80 anni. A queste età il numero dei sopravvissuti è ancora troppo 
grande e anche modesti miglioramenti rispetto alla tabella di vita che viene 
utilizzata per i prezzi, riserva grandi costi supplementari per il fornitore 
della rendita. Ciò dimostra chiaramente che gli annuity provider hanno 
bisogno di strumenti finanziari con scadenza superiore a 15-20 anni al fine 
di compensare il rischio di longevità. Questo orizzonte temporale potrebbe 
essere troppo distante per molti investitori ragione per cui la securitization 
per il longevity risk può essere di difficile implementazione nella pratica. 
Una via alternativa migliore potrebbe essere quella di lasciare la parte 
sistematica del rischio di mortalità agli annuitants. Infatti le compagnie di 
assicurazione in questo caso vincolano i pagamenti periodici dei contratti di 
rendite vitalizie dovuti dall’assicuratore al beneficiario ad uno specifico 
indice (longevity index),per condividere questa parte sistematica del 
longevity risk con gli annuitants. 
                                                            
1  DENUIT, M., P. DEVOLDER. A.-C. GODERNIAUX. 2007. Securitization of Longevity Risk: Pricing Survivor 
Bonds with Wang Transform in the Lee-Carter Framework. Journal of Risk and Insurance 74:87-113. 
 
2  KHALAF-ALLAH, M., S. HABERMAN, R. VERRALL. 2006. Measuring the Effect of Mortality Improvements 
on the Cost of Annuities. Insurance: Mathematics and Economics 39: 231-249. 
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Questo indice riflette l’andamento della mortalità essendo un rapporto tra 
probabilità di sopravvivenza.  Precisamente, a numeratore vengono riportate  
le probabilità di sopravvivenza annuali proiettate e al denominatore le 
probabilità di sopravvivenza annuali effettive. Quindi abbiamo una 
situazione in cui se la longevità effettiva supera quella di una previsione di 
riferimento, i pagamenti saranno ridotti; al contrario se i miglioramenti di 
mortalità effettiva sono minori di quelli attesi, i pagamenti ai beneficiari 
aumenterebbero per questo tipo di contratto indicizzato sulla longevità.  
Inoltre, i pagamenti periodici possono essere sottoposti a caps and floors 
per ridurre l’effetto negativo prodotto dai miglioramenti della longevità sulle 
rendite. Ad esempio, un contratto potrebbe specificare, che in qualunque 
caso, i pagamenti annuali non saranno inferiori all’80% rispetto 
all’ammontare iniziale, a prescindere dai miglioramenti della longevità. 
L’idea di indicizzare i prodotti assicurativi sulla vita non è di certo nuova. 
Meno comune risulta nella pratica attuariale lasciare i premi dipendere dallo 
sviluppo della mortalità. Tuttavia nel contesto delle rendite vitalizie 
utilizzate per fornire un reddito dopo il pensionamento, l’individuo è poco 
disposto ad assorbire il rischio longevità. A questo proposito le compagnie 
assicurative hanno fornito negli ultimi anni prodotti più flessibili, 
includendo un significativo elemento di investimento; ad esempio i premi 
sono convertiti in quote di un fondo d’investimento o le prestazioni 
assicurative collegate ad alcuni indici azionari pubblici. 
Quindi, gli assicurati che acquistano questi prodotti, si impegnano a 
sostenere in parte il rischio di investimento confrontato con le politiche 
classiche che propongono un tasso di interesse garantito. 
La volatilità insita in questi nuovi prodotti è maggiore rispetto a quella 
delle longevity- indexed annuities, pertanto, gli investitori che preferiscono 
prodotti assicurativi offerti senza tassi garantiti, potrebbero considerare di 
acquistare longevity- indexed finchè offrono rendimenti comparabili. Questi 
rendimenti posso essere maggiori proprio perché si passa parte del rischio 
longevità alle annuitants, diminuendo per l’assicuratore il bisogno di 
capitale o di riassicurazione. 
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La tesi seguente è incentrata sul prodotto assicurativo Longevity- indexed 
life annuity. 
Analizzeremo il longevity index che sarà studiato secondo l’approccio 
tipico del backtesting e su questa ottica il nostro tempo di riferimento t଴ sarà 
fatto coincidere con l’anno 1970. Verrà svolta un’analisi contrattuale e il 
pricing di questa polizza applicata alla popolazione maschile italiana, con lo 
scopo di chiarire il meccanismo dell’indicizzazione, fornire dei risultati 
sull’andamento dell’indice con l’evolversi della mortalità, calcolando la 
riserva matematica e i premi unici puri per delle teste di assicurati di età 
x=60,65,70,75 alla stipula del contratto. 
Nel primo capitolo, in particolare, si analizzerà il concetto di rischio di longevità e la 
struttura di questo prodotto assicurativo, costruendo il Longevity- index. Il caso, inoltre, 
in cui venga usato il modello di Lee- Carter per descrivere il trend della mortalità futura 
e, l’introduzione dei caps e floors, per limitare la correzione dei pagamenti della rendita 
vitalizia, in modo da poter proteggere gli annuitants.  
Infine ci sarà un richiamo alla direttiva Solvency II (ufficialmente Direttiva 
2009/138/CE) che ha lo scopo di stabilire il livello di riserva di capitale che le 
compagnie di assicurazione europee devono detenere per limitare il rischio di 
insolvenza, che nel nostro caso si sostanzia appunto nel rischio di 1longevità. 
Nel secondo capitolo si considera il modello di Lee-Carter, introdotto nel precedente 
capitolo, allo scopo di proiettare la mortalità futura. Queste previsioni saranno poi 
applicata nei capitolo successivi nel caso specifico del contratto longevity- indexed life 
annuity; soffermandoci in particolare sul longevity – index che sarà studiato nel capitolo 
3 nell’approccio tipico del back testing, il nostro tempo di riferimento t଴ sarà posto 
coincidente con l’anno 1970. Quindi la proiezione della sopravvivenza futura, 
݌௫బା௞
௥௘௙  ሺݐ଴ ൅  ݇ሻ, sarà effettuata con i dati antecedenti al 1970 e la funzione di 
sopravvivenza sarà proiettata in un arco temporale di 40 anni fino al 2009. Inoltre, le 
dinamiche dell’indice temporale saranno analizzate tramite la procedura iterativa 
proposta da Box e Jenkins (1970), che permetterà di risalire al processo generatore dei 
dati mediante la costruzione di un modello di tipo ARIMA(p, d, q)(P, D, Q)s 
(AutoRegressive (p) Integrated (d)Moving Average (q)).  
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Con questa procedura iterativa, che permettere di trovare un modello per una serie 
storica, identificheremo il modello, i suoi parametri verranno stimati e sarà valutata la 
bontà di adattamento per il suo utilizzo ai fini delle previsioni.  
Le fasi di questa procedura comprendono: 
1. L’analisi preliminare della serie storica mediante l’esame grafico e un’ analisi 
esplorativa per valutare la stazionarietà (il tipo e il grado) della serie storica 
osservata; 
2. L’identificazione di un modello ARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s mediante l’analisi delle 
funzioni di autocorrelazione globale e parziale della serie resa stazionaria e 
mediante opportuni indici. Es. Akaike's information criterion (AIC), Bayesian 
information criterion (BIC); 
3. La stima del modello scelto mediante un metodo iterativo per le stime (esatte e 
condizionate) di massima verosimiglianza (o dei quadrati minimi); 
4.  La valutazione della bontà del modello stimato mediante l’analisi dei residui 
(che usa il grafico dei residui, la funzione di autocorrelazione globale, alcuni 
tests di ipotesi…), il controllo della significatività e della stabilità dei parametri 
(che si esegue mediante test statistici…), la valutazione della bontà di 
adattamento del modello ai dati (mediante opportuni indici: AIC, BIC), la 
valutazione della capacità previsiva del modello (mediante la misura sintetica 
MAPE, mean absolute percentage error). 
Nel terzo capitolo si analizzeranno le caratteristiche e le dinamiche del trend del 
longevity index 
 
࢏1970ା௞ ൌ
݌௫ା௞௥௘௙  ሺ1970 ൅  ݇ሻ
݌௫ା௞௢௕௦  ሺ1970 ൅  ݇ሻ
   
 
con k = 0, 1, …, 104. Siccome l’indice è studiato secondo l’approccio del back testing, il 
nostro tempo di riferimento sarà posto coincidente all’anno 1970. A tal fine le 
proiezioni della mortalità italiana dal 1970 al 2009, calcolate precedentemente nel 
capitolo 2 ed effettuate mediante l’uso sia del modello Lee-Carter applicato all’età 0-
104, sia attraverso il modello Lee-Carter applicato alla fascia di età 60-104, saranno 
indispensabili per la costruzione del suddetto indice. 
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Poiché il prodotto è una rendita pensionistica (prodotto che ricade nella categoria 
della previdenza complementare) l’analisi sarà svolta partendo da una testa assicurata di 
età x = 60, 65, 70, 75. Nello specifico saranno calcolate: le probabilità di sopravvivenza 
annuali stimate ݌60 ା௞௥௘௙  (1970 + k), k = 0,…,104 ), ݌65 ା௞௥௘௙  (1970 + k), k = 0,…,104 ), ݌70 ା௞௥௘௙  
(1970 + k), k = 0,…,104 ), ݌75 ା௞௥௘௙  (1970 + k), k = 0,…,104 ) e le probabilità di 
sopravvivenza annuali effettive ricavate dalla banca dati dello 
HumanMortalityDatabase (HMD) ݌60 ା௞௢௕௦  (1970 + k), k = 0,…,104 ),  ݌65 ା௞௢௕௦  (1970 + k), k 
= 0,…,104 ),  ݌70 ା௞௢௕௦  (1970 + k), k = 0,…,104 ),  ݌75 ା௞௢௕௦  (1970 + k), k = 0,…,104 ). In 
seguito, le probabilità di sopravvivenza annuali stimate e reali verranno rapportate con 
lo scopo di ricreare l’index proposto da M. Denuit, S. Haberman e A. Renshaw.  
Nel quarto ed ultimo capitolo verrà considerato un contratto base di una longevity- 
indexed life annuity che prevede il pagamento di un’unità monetaria a patto che 
l’assicurato sia in vita. 
Saranno determinati i premi unici puri della rendita vitalizia immediata posticipata 
indicizzata sulla longevità per le teste assicurate x= 60, 65, 70, 75.  
Il premio unico puro è dato da  
 
ࢁ ൌ ෍ ܫ௧ା௞ሺ݅௠௜௡=0.8, ݅௠௔௫=1.2ሻ
104
௞ୀ1
ܽ௫ 
 
Il valore attuale atteso delle prestazioni che l’assicurato percepirà nei modi e tempi 
previsti dalla tipologia contrattuale, ossia il valore, valutato all’epoca della stipulazione 
del contratto, degli eventuali esborsi futuri a carico dell’assicuratore, pesati per le 
rispettive probabilità. 
Le basi demografiche applicate, cioè le tavole di sopravvivenza impiegate per il 
calcolo dei premi sono una LC 1970 (0-104) e una LC 1970 (60-104) proiettate nel 
secondo capitolo, mentre la base finanziaria, ossia i tassi di interesse annui (tassi 
tecnici), che la compagnia impiega per valutare le prestazioni future e calcolare il 
premio, sono rendimenti medi ponderati annuali dei Bot a 12 mesi dal 1970 al 2009.3  
                                                            
3  http://www.dt.tesoro.it/it/debito_pubblico/_link_rapidi/archivio_dati_storici.html 
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L’indice di longevità per le varie età, calcolato nel terzo capitolo, sarà utilizzato per il 
calcolo della rendita (le stime delle probabilità annuali sono proiettate attraverso l’uso 
del modello Lee-Carter applicato all’età 0-104 e alle fasce di età 60-104).  
Successivamente sarà valutata la riserva matematica del contratto in considerazione 
 
௧ܸ
ሺ௉ሻ ൌ Prestሾ ݐ , ݓ െ ݔሿ െ  Premiሾ ݐ , ݓ െ ݔሿ      con t = 0, 1, …, w - x 
 
cioè il valore delle prestazioni residue in t meno il valore dei premi puri residui in t, e 
data l’equazione di Fouret4 per una generica polizza 
 
௫ܸ௧ ൅ ௧ܲ െ ܥ௧௏஺ ൌ ௫ܸ௧ାଵ  ݌௫ା௧ ݒ ൅ ܥ௧ାଵெ  ݍ௫ା௧ ݒ ൅ ܥ௧ାଵ௏௉  ݌௫ା௧ ݒ 
 
(dove ܥ௧௏஺ è la prestazione caso vita anticipata; ܥ௧ାଵெ  è la prestazione caso morte 
(posticipata); ܥ௧ାଵ௏௉  è la prestazione caso vita posticipata) quest’ultima sarà estesa al caso 
specifico delle rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità. 
Il concetto sottostante le rendite vitalizie indicizzate sulla longevità e fondamentalmente 
una compartecipazione vantaggiosa; nel senso che mentre sull’assicuratore grava il 
rischio e il beneficio dai tassi d’interesse e il rischio di mortalità specifico, i beneficiari 
condividono con l’assicuratore il rischio di longevità sistematico aggregato. Se 
all’assicurato fosse attribuito tutto il rischio sistematico, nel caso di esperienze avverse, 
i pagamenti della rendita vitalizia potrebbero diventare arbitrariamente bassi con il 
passare del tempo. 
Pertanto, verrà limitato l’impatto dell’indice sui pagamenti della rendita vitalizia 
consentendo al massimo una variazione del 20%. Dunque, soltanto una parte dell’indice 
influirà sul pagamento della rendita. Tale variazione percentuale è stata scelta poiché  
Denuit, Haberman e Renshaw (2011), sulla base dei loro studi5, hanno evidenziato che 
un buon compromesso della variazione dei pagamenti è ݅௠௜௡ ൌ 80%, ݅௠௔௫ ൌ 120%, i 
quali compensano quasi tutti dal rischio di longevità (se si applica il modello Lee-
Carter): diminuisce notevolmente il rischio a carico dell’assicuratore e il contratto può 
essere considerato accettabile dal punto di visto del contraente. 
                                                            
4   PITACCO E.. 2002.  Elementi di matematica delle assicurazioni. Lint Editoriale. 
5  DENUIT,M., S. HABERMAN, A. RENSHAW. 2011. North American Actuarial Journal, Volume 15, Number 1:                  
97-111. 
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              Capitolo 1 
 
 
           Longevity- Indexed life annuities 
 
                1.1 Longevity risk 
 
Il rischio di longevità può essere definito sia a livello individuale che a livello 
aggregato.6 
A livello individuale si riferisce alla possibilità che una testa assicurata viva più 
di quanto previsto dalla compagnia assicurativa.  
A livello aggregato, invece, il longevity risk si sostanzia nell’eventualità di un 
numero medio di anni di sopravvivenza più alto di quello assunto nell’ambito di un 
sistema di polizze assicurative.  
I miglioramenti nei tassi di mortalità sono causati dall’effetto combinato dei due 
fenomeni di rettangolarizzazione (cioè una crescente concentrazione dei decessi, 
nelle età più avanzate, della curva rappresentante gli stessi decessi) ed espansione 
(ovvero la moda della curva dei decessi, che a causa del fenomeno della 
rettangolarizzazione tende a coincidere con l’età massima, si sposta verso destra nel 
tempo, raggiungendo età sempre più avanzate) della funzione si sopravvivenza. 
In fondo si potrebbe dire che il longevity risk si materializza quando le 
aspettative circa la mortalità non si  incontrano nell’esperienza della mortalità.7 
Il rischio longevità influisce con una propensione di segno opposto nelle 
assicurazioni caso vita e in quelle caso morte. Relativamente alle polizze che 
corrispondono benefici in caso di vita, i miglioramenti  
della sopravvivenza causano un effetto di carico sui pagamenti che l’impresa si 
trova a dovere regolare: il fondo disponibile si trova così sottodimensionato ad ogni 
istante temporale. 
Per quanto riguarda le assicurazioni che pagano somme di denaro ai beneficiari 
in caso di morte della testa assicurata, l’allungamento della vita degli assicurati 
provoca un contenimento dei costi della compagnia di assicurazione. La sovrastima 
dei costi impatta negativamente sull’attività di gestione aziendale e, a causa di 
questa, l’impresa di assicurazione accantona intenzionalmente disponibilità a 
                                                            
6  STALLARD, M., 2006. Demographic issues in longevity risk analysis. Journal of risk and 
insurance.73: 575-609. 
7  MICHAEL JOHNSON - TILLINGHAST TOWERS PERRIN 2005. First International Conference on 
Longevity Risk and Capital Market Solutions. 
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copertura di costi futuri che non sosterrà, immobilizzando delle attività che 
potrebbero essere utilizzate diversamente e in modo più efficiente. Quindi l’azienda 
sopporta un significativo costo opportunità. 
Le compagnie di assicurazione, proprio per questo motivo, sono costrette a 
stimare dettagliatamente l’impatto del trend della mortalità sulle differenti 
coperture offerte, allo scopo di poter governare il rischio che ne consegue. 
Nel ventunesimo secolo abbiamo assistito a significativi miglioramenti dei tassi 
di mortalità.  
In particolare possiamo sintetizzare alcuni aspetti che, oltre all’Italia, hanno 
caratterizzato la maggior parte dei paesi sviluppati: 
 
• I tassi di mortalità hanno avuto una consistente diminuzione in tutte 
le età; 
• Prendendo in considerazione specifici anni, i tassi hanno avuto 
miglioramenti significativi in alcuni decenni e nessun 
miglioramento in altri decenni.  
• L’evoluzione dei tassi è stata molto diversa a seconda delle età 
analizzate. 
• I tassi di mortalità, a livello aggregato, hanno rivelato una forte 
volatilità da un anno all’altro. Questo aspetto è veritiero sia per i 
giovani,tra i quali il numero di decessi è relativamente basso, sia per 
gli anziani. In quest’ ultimo caso con la presenza di consistenti 
fluttuazioni annuali nei tassi di mortalità. Queste fluttuazioni 
potrebbero essere dovute ad eventi quali influenze invernali oppure 
ondate di caldo che, in alcuni anni, causano aumenti della mortalità 
negli anziani. 
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1.2  Struttura contrattuale del Longevity- Indexed life annuities 
 
Consideriamo un individuo che acquista una Longevity- Indexed life annuities 
immediata all’età ݔ଴ nell’anno solare ݐ௢. Secondo questo contratto, il beneficiario 
riceverà pagamenti annuali per tutta la durata della sua vita fino al momento del 
decesso.   
L’ammontare di questi pagamenti è un’unità monetaria legata all’andamento 
dell’indice di longevità.  
Sia  p୶బା୩୰ୣ୤  ሺt଴ ൅  kሻ, k = 0,…, ω - x଴,  la previsione di sopravvivenza di una 
certa popolazione a cui appartiene l’individuo, dove ω rappresenta l’ultima età per 
la quale la probabilità di sopravvivenza di un anno è nulla.  
Questa previsione può essere fornita da agenzie governative che svolgono 
proiezioni sulla mortalità (Istituto Nazionale di Statistica o autorità di vigilanza 
assicurativa). La popolazione di riferimento può essere una qualsiasi popolazione 
di un dato paese oppure tavole di mortalità di mercato.  
Col trascorrere del tempo, i valori osservati delle probabilità di sopravvivenza p୶బା୩୭ୠୱ  ሺt଴  ൅
 k diventano disponibili. Nel contratto in questione, il rischio che rimane a carico degli assicurati 
è la differenza tra la previsione  p୶బା୩୰ୣ୤  ሺt଴ ൅  kሻ, e i reali valori osservati  p୶బା୩୭ୠୱ  ሺt଴  ൅  kሻ.  
Precisamente i pagamenti annuali al tempo k saranno aggiustati dal fattore:   
 
࢏௧బା௞  ൌ
݌௞ ௫బ௥௘௙ ሺݐ0ሻ
݌௞ ௫బ௢௕௦  ሺݐ0ሻ
ൌ ෑ ݌௫బା௞
௥௘௙  ሺݐ଴ ൅  ݆ሻ
݌௫బା௞௢௕௦  ሺݐ଴  ൅  ݆ሻ
௞ିଵ
௝ୀ଴
 
 
Quindi, se nel contratto è specificato un pagamento annuale di 1, l’annuitant riceverà un 
pagamento di ݅௧బାଵ, ݅௧బାଶ, ݅௧బାଷ , … fino a quando sopravviverà.  
Questo fattore di indicizzazione può essere intuitivamente visto come il rapporto tra la 
proporzione di popolazione che raggiunge l’età x଴ ൅  k, basata sulle previsioni di riferimento, e 
la proporzione osservata dalla popolazione che raggiunge la stessa età. Se le previsioni 
contenute nelle proiezioni di riferimento siano effettivamente realizzate nel corso del tempo, 
l’aliquota dei pagamenti, determinata alla stipula del contratto, rimarrà costante nel tempo. Se, 
invece, l’aumento della longevità risultasse maggiore di quanto anticipato, ne risulterebbe una 
diminuzione del valore delle rendite. 
In particolare, se il valore del rapporto tra le probabilità proiettate e osservate annualmente è 
> 1, i pagamenti annuali della rendita aumenteranno proporzionalmente, mentre, se il valore del 
rapporto è < 1 i pagamenti annuali della rendita saranno ridotti a discapito dei beneficiari. In 
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questo modo l’assicuratore conserverà il rischio del tasso d’interesse oltre al rischio di mortalità 
non sistematico, ma trasferirà così solo il rischio di longevità sistematico al contraente. 
Possiamo osservare che al momento dell’accordo contrattuale (ݐ଴), le previsioni sulla 
sopravvivenza di una determinata popolazione di riferimento,  ݌௫బା௞
௥௘௙  (ݐ଴+ k), k =0,...,w-ݔ଴, sono 
delle variabili casuali, dal momento che le probabilità di sopravvivenza sono sconosciute; ma le 
loro funzioni di distribuzione possono essere derivate secondo modelli di proiezione della 
mortalità. Inoltre, in ݐ଴ anche i valori osservati,  ݌௫బା௞௢௕௦  (ݐ଴+ k), k =0,…, w-ݔ଴, delle previsioni di 
sopravvivenza sono sconosciute, rendendo a sua volta anche l’indice una variabile aleatoria 
 
ࡵ௧బା௞ ൌ
௫ܲబ
௥௘௙
௞  ሺݐ଴ሻ
௫ܲబ
௢௕௦ ሺݐ଴ሻ ௞
ൌ ෑ ௫ܲబା௞
௥௘௙  ሺݐ଴ ൅  ݆ሻ
௫ܲబା௞
௢௕௦  ሺݐ଴  ൅  ݆ሻ
௞ିଵ
௝ୀ଴
 
 
dove  ௫ܲబା௞
௥௘௙  ሺݐ଴ ൅  ݇ሻ, ݇ ൌ 0, . . . , ݓ െ ݔ଴ሻ  e ௫ܲబା௞௢௕௦  ሺݐ଴ ൅  ݇ሻ, ݇ ൌ 0, . . . , ݓ െ ݔ଴ሻ sono le 
probabilità di sopravvivenza annuali sconosciute, e le loro funzioni di distribuzione possono 
essere trovate tramite qualsiasi modello di proiezione della mortalità usato per le previsioni della 
longevità futura; nella trattazione che segue ci concentreremo sul modello di Lee- Carter. 
 
 
 
 
1.3   Distribuzione del valore attuale atteso condizionato di una Longevity- Indexed life 
annuities  nel modello Lee- Carter 
 
1.3.1   Il modello di Lee- Carter 
Nel 1992, Lee and Carter illustrarono sul Journal of the American Statistical Association, un 
nuovo metodo per le previsioni di lungo periodo del trend della mortalità. Esso ha la 
caratteristica di essere sufficientemente semplice dal punto di vista applicativo e al tempo stesso 
di descrivere il fenomeno con una buona accuratezza.  
Si tratta di un metodo puramente estrapolativo, cioè che consente di ricavare le eventuali 
regolarità e identificare l’andamento futuro di una grandezza in esame, partendo da una serie 
storica di osservazioni relative alla grandezza stessa. Di conseguenza, il suddetto modello, non 
tende ad inglobare informazioni mediche, comportamentali, sociali, ma tutte le informazioni si 
basano su come il fenomeno si è evoluto in passato. Nessun tentativo è stato fatto per integrare il 
modello con le attuali conoscenze circa le prospettive di sviluppo e i progressi nel campo della 
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medicina, delle nuove malattie o i cambiamenti di stili di vita. (Manton, Stallard, e Singer 1992, 
propongono un approccio alternativo, introducendo esplicitamente tali informazioni).8  
Inoltre le analisi sperimentali e le previsioni entro il periodo di disponibilità dei dati, mostra che 
la procedura esegue abbastanza bene nel periodo 1900-1990: i modelli di età sono stati 
abbastanza stabili e il trend dei parametri fondamentali variabili nel tempo è stato 
sorprendentemente lineare. Tuttavia, se dovessimo andare indietro molto prima del 1900, la 
linearità nei cambiamenti sarebbe violata, soprattutto perché il sostenuto declino della mortalità 
è un fenomeno principalmente del ventunesimo secolo nei paesi sviluppati.  
Esso appartiene a quella categoria di modelli nei quali l’andamento della mortalità è espresso sia 
in funzione del tempo t che dell’età x.  
Questo modello risulta fittato su dati storici e la risultante stima del parametro che varia nel 
tempo è prevista come una serie storica stocastica, usando il metodo di Box-Jenkis9. Sulla base 
della previsione del generale livello di mortalità si ottengono i tassi specifici per età.  
Il modello ipotizza un andamento esponenziale del tasso centrale di mortalità (cioè calcolata 
alla metà del periodo in considerazione per ogni età, attraverso il rapporto tra decessi e numero 
medio di persone; diversamente da q୶ che è la probabilità di decesso all’inizio del periodo che è 
il rapporto tra decessi e numero di persone all’inizio del periodo), il quale ricalca perfettamente 
il fenomeno della decelerazione, cioè la vita attesa per un soggetto cresce nel tempo ma la 
velocità alla quale ciò  avviene tende a ridursi, che ha la forma: 
 
ln m୶ሺtሻ ൌ α୶ ൅ β୶k୲ ൅ e୶,୲ 
 
Il valore di α୶ è una media semplice di ln m୶ ሺtሻ lungo l’intero periodo di osservazione. Essa 
descrive in media appunto il comportamento del tasso centrale di mortalità per ogni età x. Il 
parametro k୲ è un indice di mortalità nel tempo. Esso mostra per tutte le età insieme, come il 
fenomeno della mortalità si è evoluto nel passato. Mentre, β୶ è un parametro di sensitività. Per 
ogni età, esso spiega come reagisce ln m୶ሺtሻ al passare del tempo. Il parametro sintetizza 
l’ampiezza del tasso di mortalità che si riduce per ogni età. La struttura degli errori e୶,୲ , 
indipendenti e normalmente distribuiti, rappresenta la parte di mortalità che non è catturata dal 
modello, con media zero e varianza σୣ ൏ ∞.  
Il modello così come risulta dalla relazione caratteristica è sottostimato, poiché i termini a 
secondo membro non sono direttamente osservabili.  
                                                            
8  LEE, R., 2000. The Lee- Carter Method for Forecasting Mortality, with Various Extensions and 
Applications. North American Actuarial Journal, Volume 4, Number 1 
9  BOX, G.E.P., JENKINS, G.. 1970. Time Series Analysis, Forecasting and Control, HoldenDay, San 
Francisco. 
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Gli autori Ronald Lee e Lawrence Carter10 (1992) per determinare la stima dei parametri del 
modello impongono la normalizzazione ∑ β୶ ൌ 1୶ , ∑ k୲ ൌ 0୶  , (o una procedura di stima basato 
sulla singular value decomposition (SVD)). Mediante l’imposizione dei vincoli e dal momento 
che il tasso centrale di mortalità per ogni età ݉௫ሺݐሻ è direttamente osservabile dalle tavole di 
sopravvivenza, si possono facilmente determinare i parametri α௫ e ݇௧. Infine, essendo il 
parametro β௫ ottenibile attraverso il fitting di una semplice regressione, il modello è espresso 
nella forma: 
 
                                                         ln ෝ݉௫ሺݐሻ ൌ αො௫ ൅ β෠௫ ෠݇௧ 
 
Per ottenere le previsioni si assume che il modello presenti α௫ e di β௫ costanti rispetto all’unico 
parametro da proiettare ݇௧ mediante una procedura Box-Jenkis che determina un appropriato 
ARIMA. Lee e Carter ottengono per l’indice di mortalità  ݇௧ un trend lineare sulla base di un 
ARIMA(0,1,0), che ben si adatta alla rappresentazione dell’evoluzione dell’indice nel tempo. Si 
richiama dunque per ݇௧ il seguente modello: 
 
݇௧ ൌ ݇௧ିଵ െ ܿ ൅ ݁௧ 
 
dove: 
• ݇௧  è l’indice di tempo al tempo t, 
• ܿ  è il rapporto tra il decremento globale di di ݇௧ ed il numero dei periodi in 
cui il decremento si è realizzato, 
• ݁௫,௧ è il termine di errore al tempo t. 
 
 
In alcuni casi, modelli ARIMA di ordine superiore sono necessari per descrivere 
opportunamente l’indice temporale.11 
 
 
 
                                                            
10  LEE, R. D., L. CARTER. 1992. Modelling and Forecasting the Time Series of US Mortality. Journal 
of the American Statistical Association 87: 659–671. 
 
11  DENUIT, M., S. HABERMAN, A. RENSHAW. 2010. Comonotonic Approximations to Quantiles of 
Life Annuity Conditional Expected Present Values: Extensions to General ARIMA Models and 
Comparison with the Bootstrap. ASTIN Bulletin 40: 331–349.  
 
17 
 
 
 
1.3.2  Probabilità di sopravvivenza condizionata nel modello di Lee- Carter 
 
Specifichiamo con P௫ௗ ൫ݐ଴ห࢑൯  la probabilità di sopravvivenza dopo d anni per un individuo 
di età x nell’anno ݐ଴, cioè la probabilità condizionata che questo individuo raggiunga l’età 
ݔ ൅  ݀ nell’anno ݐ଴ ൅ ݀, dato il vettore ࢑ di ݇௧. Tale probabilità è formalmente definita come 
 
ܲൣ ௫ܶሺݐ଴ሻ ൐ ݀|࢑൧ ൌ ௫ܲௗ ൫ݐ଴ห࢑൯ ൌ exp ቐെ ෍ exp ቀα௫ା௝ ൅ β௫ା௝݇௧బା௝ቁ
ௗିଵ
௝ୀ଴
ቑ 
 
Si indica 
 
ܵௗ ൌ ෍ exp ቀα௫ା௝ ൅ β௫ା௝݇௧బା௝ቁ ൌ ෍ δ୨exp൫Z௝൯
ௗିଵ
௝ୀ଴
ௗିଵ
௝ୀ଴
 
 
dove δ௝ ൌ exp൫α௫ା௝൯ ൐ 0 e Z௝ ൌ β௫ା௝݇௧బା௝. Chiaramente ௫ܲௗ ൫ݐ଴ห࢑൯ ൌ expሺെܵௗሻ.    
Condizionato da ݇௧బ, ne segue che Z௝ è distribuito normalmente con media  μ௝ ൌ β௝൫݇௧బ ൅ ݆θ൯ e 
varianza σ௝ଶ ൌ ቀβ୶ା୨ቁ
ଶ ݆σଶ. 
Si noti che la media e la varianza sono presi condizionatamente sui valori passati dell’indice 
temporale. 
 
 
 
 
 
1.4   Valore attuale atteso condizionato di una Longevity- Indexed life annuities 
Consideriamo un contratto base di una life annuity, che paga un’unità di moneta alla fine di 
ogni anno, fino a quando l’annuitant sopravvive. Il premio unico che un assicurato di età ݔ଴ 
deve versare nell’anno ݐ଴ alla compagnia d’assicurazione, cioè, il valore attuariale  della rendita 
condizionato all’indice temporale ݇௧, è  
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α௫బ൫ݐ଴ห࢑൯ ൌ ܧ ൦ ෍ ݒሺ0, ݇ሻ
උ்ೣ బሺ௧బሻඏ
௞ୀଵ
| ࢑൪ ൌ ෍ P௫బ௞ ൫ݐ଴ห࢑ ൯
௪ି௫బ
௞ୀଵ
ݒሺ0, ݇ሻ 
dove v(0.,.) è il fattore di sconto deterministico, precisamente, v(s,t) è il valore attuale al tempo s 
di un’unità di pagamento versata al tempo t.  Si noti che α௫൫ݐ଴ห࢑൯ corrisponde alla generazione 
di età x nell’anno ݐ଴ e considera i miglioramenti della mortalità futura da questa particolare 
coorte. Chiaramente, α௫൫ݐ଴ห࢑൯ è una variabile aleatoria che dipende dalla traiettoria futura 
dell’indice temporale (cioè, da ݇௧బାଵ, ݇௧బାଶ, … ሻ. . Questo può essere visto come il rischio 
sistematico per un contratto in un portafoglio sufficientemente grande. Per un contratto 
longevity-indexed, i pagamenti periodici della rendita non sono più costanti e non sono più 
uguali a uno, ma diventano ࡵ௧బା௞ dato nel paragrafo precedente. Nel modello Lee-Carter, ࡵ௧బା௞ 
dipende da ࢑  ed è dato da 
 
ࡵ௧బା௞ ൌ ࡵ௧బା௞൫࢑൯ ൌ
݌௫బ௥௘௙௞  ሺݐ଴ሻ
௫ܲబ
௢௕௦ ൫ݐ଴ห࢑൯ ௞
ൌ ݌௫బ
௥௘௙
௞  ሺݐ଴ሻ
exp ቀെܵ௞൫࢑൯ቁ
ൌ ݌௫బ௥௘௙௞  ሺݐ଴ሻ exp ቀܵ௞൫࢑൯ቁ 
 
Pertanto il valore attuale condizionato dei pagamenti secondo un contratto longevity-indexed è 
 
 α௫బ൫ݐ଴ , ࡵ௧బା௞ห࢑൯ ൌ ෍ ࡵ௧బା௞൫࢑൯ P௫బ௞ ൫ݐ଴ห࢑ ൯
௪ି௫బ
௞ୀଵ
ݒሺ0, ݇ሻ ൌ 
                          ൌ ෍ ࡵ௧బା௞൫࢑൯
௪ି௫బ
௞ୀଵ
exp ቀെܵ௞൫࢑൯ቁ ݒሺ0, ݇ሻ ൌ
ൌ ෍ ݌௫బ௥௘௙௞  ሺݐ଴ሻ
௪ି௫బ
௞ୀଵ
exp ቀܵ௞൫࢑൯ቁ exp ቀെܵ௞൫࢑൯ቁ ݒሺ0, ݇ሻ ൌ
ൌ ෍ ݌௫బ௥௘௙௞  ሺݐ଴ሻ
௪ି௫బ
௞ୀଵ
ݒሺ0, ݇ሻ 
 
In questo modo vediamo che l’annuity provider non è più soggetto al rischio di longevità 
quando i versamenti annuali sono scalati dall’indice ࡵ௧బା௞ tutto il rischio di longevità 
sistematico viene trasferito agli annuitants.12 Nel prossimo paragrafo si introducono caps and 
floor su ࡵ௧బା௞ allo scopo di limitare l’impatto di indicizzazione. 
                                                            
12  DENUIT M., S. HABERMAN, A. RENSHAW. 2011. Longevity- Indexed Life Annuities.  North 
American Actuarial Journal, Volume 15, Number 1: 97-111. 
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1.5   Caps and floors 
Il concetto sottostante al longevity- indexed life annuities è essenzialmente una 
compartecipazione dei benefici. L’assicuratore assorbe il rischio e i guadagni da tassi d’interesse 
e il rischio mortalità idiosincratico, mentre gli assicurati condividono con l’assicuratore il 
rischio di longevità sistematico aggregato.  
Se gli annuitants assorbissero tutto il rischio sistematico, i pagamenti annuali delle rendite 
potrebbero diventare arbitrariamente bassi con l’avanzare dell’età in caso di esperienze avverse. 
Questa situazione risulterebbe essere altamente indesiderabile dal momento che l’assicurazione 
sulla longevità è lo scopo principale delle rendite.  
Un modo più efficace sarebbe quello di limitare il rischio di longevità sistematico passato 
agli annuitants, in quanto risulta improbabile che questi ultimi assorbano tutto il rischio di 
longevità. Pertanto, sembra ragionevole limitare l’impatto dell’indice sui pagamenti della 
rendita vitalizia.  
Dunque, invece di usare il longevity index ࢏௧, soltanto una parte di tale indice influirà sul 
pagamento della rendita. Ad esempio, se al massimo è consentito il 20% della variazione, allora 
sarà utilizzato max൛min൛࢏௧బା௞, 1,2ൟ, 0,8ൟ per scalare il pagamento della rendita.  
Ciò significa che l’indice ࢏௧బା௞ è sostituito con una sua versione ridotta 
 
࢏௧బା௞ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻ ൌ max൛min൛࢏௧బା௞, ݅௠௔௫ൟ, ݅௠௜௡ൟ, con 0 ൏ ݅௠௜௡ ൏ 1 ൏ ݅௠௔௫  
  
Sia ࡵ௧బା௞ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻ l’indice che si applica ai pagamenti periodici della rendita, cioè, 
 
ࡵ௧బା௞ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻ ൌ max൛min൛ࡵ௧బା௞, ݅௠௔௫ൟ, ݅௠௜௡ൟ 
 
Trascorsi k anni, la sua realizzazione è semplicemente ࢏௧బା௞ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻ  definito in precedenza. 
La variabile aleatoria α௫బ൫ݐ଴, ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ห࢑൯ è il valore atteso condizionato corrispondente se i 
pagamenti fossero soggetti all’indice ࡵ௧బା௞ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻ, k = 1, 2, …, cioè,  
 
α௫బ൫ݐ଴, ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ห࢑൯ ൌ ܧ ൦ ෍ ࡵ௧బା௞ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻݒሺ0, ݇ሻ
උ்ೣ బሺ௧బሻඏ
௞ୀଵ
| ࢑൪ 
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Il confronto tra α௫బ൫ݐ଴ห࢑൯ e α௫బ൫ݐ଴, ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ห࢑൯ aiuta a quantificare il rischio passato dal 
provider al beneficiario della rendita. Quindi, α௫బ൫ݐ଴, ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ห࢑൯ è il rischio sistematico che 
rimane l’annuity provider. 
Ora, nel modello Lee-Carter, ࡵ௧బା௞ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻ dipende dal vettore ࢑ ed è dato da 
 
 
ࡵ௧బା௞ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻ ൌ ࡵ௧బା௞൫݅௠௜௡, ݅௠௔௫ห࢑൯ ൌ max ቄmin ቄ ݌௫బ௥௘௙௞ exp ቀܵ௞൫࢑൯ቁ , ݅௠௔௫ቅ , ݅௠௜௡ቅ 
 
cosicché 
 
α௫బ൫ݐ଴, ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ห࢑൯ ൌ ෍ ࡵ௧బା௞൫݅௠௜௡, ݅௠௔௫ห࢑൯ exp ቀെܵ௞൫࢑൯ቁ ݒሺ0, ݇ሻ ൌ
௪ି௫బ
௞ୀଵ
 
ൌ ෍ max ቄmin ቄ ݌௫బ௥௘௙௞ exp ቀܵ௞൫࢑൯ቁ , ݅௠௔௫ቅ , ݅௠௜௡ቅ exp ቀെܵ௞൫࢑൯ቁ ݒሺ0, ݇ሻ
௪ି௫బ
௞ୀଵ
 
 
I valori di ሺ݅௠௜௡, ݅௠௔௫ሻ ൌ ሺ1,1ሻ corrispondono a nessuna indicizzazione e, ሺ0, ൅∞ሻ 
corrispondono all’utilizzo dell’esperienza di mortalità reale, e così gli intervalli di confidenza si 
riducono ad un punto. Pertanto, l’effetto di ሺ݅௠௜௡ሻ decrescente e ሺ݅௠௔௫ሻ crescente è quello di 
indurre gli intervalli a diventare più piccoli. Notiamo che nel caso (1,1), ci ritroviamo 
nell’esempio considerato da Denuit, Haberman e Renshaw (2010)). Più dispersi saranno i 
quantili, più il rischio è trattenuto dal provider della rendita e più costoso sarà il prodotto 
indicizzato sulla longevità.  
Abbastanza difficile risulta invece stabilire l’attrattività di un longevity- indexed life annuity, in 
quanto questo dipende dall’ammontare di premio applicato dalla compagnia assicurativa per i 
diversi tipi di contratti e inoltre dalla propensione al rischio degli annuitants. 
Sempre secondo Denuit, Haberman e Renshaw (2010), un giusto compromesso potrebbe essere 
trovato compensando la maggior parte del rischio sistematico di longevità con il limitare 
dell’indicizzazione in un intervallo accettabile.  In particolare:  
Impostare i limiti per essere (1,1), significa che la distribuzione di riferimento non figura nei 
calcoli e non c’è indicizzazione.  
I suddetti autori, riferendosi ad un campione di popolazione inglese e gallese, hanno evidenziato 
che un buon compromesso della variazione dei pagamenti è  ݅௠௜௡ ൌ 80%, ݅௠௔௫ ൌ 120%, i quali 
compensano quasi tutti dal rischio di longevità (se si applica il modello Lee-Carter): diminuisce 
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notevolmente il rischio a carico dell’assicuratore e il contratto può essere considerato accettabile 
dal punto di visto del contraente. 
 
 
 
 
1.6  Longevity risk e Solvency II 
Il rischio di longevità è importante non solo per un’adeguata gestione tecnico- patrimoniale 
delle aziende d’assicurazione, ma è anche contemplato nel progetto Solvency II.     
Solvency II è un programma costituito in ambito assicurativo per alcuni importanti motivi: 
• Fornire una visione più corretta del livello di sicurezza di un’impresa di 
assicurazione (rispetto alle semplici formule di Solvency I) che permetta un 
confronto coerente tra imprese; 
• Necessità di un sistema di valutazione attivo/passivo più moderno; 
• Rafforzare il sistema di solvibilità ritenuto inadeguato. 
L’intero programma è diviso in tre pilastri. 
Il primo tratta i “Minimum Financial Requirements”, ovvero la definizione dei requisiti 
finanziari minimi a copertura dei rischi. Si occupa dell’adeguatezza delle riserve e delle attività 
idonee a copertura degli impeghi tecnici. Le macrocategorie di rischio comprese in questo 
pilastro, a loro volta suddivise in sottorischi, sono: 
• Non-life underwriting risk: premium, reserve e CAT. 
• Life underwriting risk: biometric (mortality, longevity, morbidity, disability), lapses e  
expenses, revision, CAT. 
• Health underwriting risk:  contratti long term (expenses, excessive  
loss/mortality/cancellation, epidemic/accumulation), contratti short term (premium,  
reserve e CAT). 
• Market risk: interest rate, equity, property, concentration, spread e currency. 
• Credit risk 
• Operational risk 
 
Due solo le misure di capitale proposte per tutte queste valutazioni: SCR (Solvency Capital 
Requirements) e MCR (Minimum Capital Requirements). 
Il primo è l’ammontare sufficiente a coprire tutte le fonti di rischio che gravano sull’impresa su 
un orizzonte annuale e con un livello di confidenza del 99.5%. Deve obbligatoriamente coprire 
tutti i rischi quantificabili cui un’impresa di assicurazione o riassicurazione è esposta. 
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Il secondo, invece, rappresenta la soglia patrimoniale minima al di sotto della quale il livello di 
rischio diviene inaccettabile per gli assicurati; soglia che è calibrata a un livello di confidenza 
compreso fra l’80% e 90% su un arco temporale annuale e pari a 1 milione di euro per 
l’assicurazione non vita e a 2 milioni di euro per l’assicurazione vita.13 
Il secondo pilastro, invece, si occupa del “Supervisory Review Process”, cioè fa riferimento alle  
tipologie di rischio che non possono essere adeguatamente stimate mediante misure puramente  
quantitative (per esempio il reputational risk, il legal risk, ecc.). L’obiettivo è quello di 
incoraggiare le compagnie a sviluppare e a utilizzare tecniche  migliori  di controllo interno e di 
risk management.  
Il terzo e ultimo pilastro è il “Market Disclosure” che concerne l’informativa e la disciplina di 
mercato finalizzata al miglioramento della trasparenza e comparabilità dell’informativa di 
mercato. Tale pilastro dovrebbe giocare un ruolo fondamentale nello screening degli operatori 
da parte della clientela, mettendo in maggiore evidenza rispetto al Solvency I l’effettivo grado di 
sicurezza della compagnia (es. ass. Vita ed RCA). La clientela e il mercato, infatti, potranno 
individuare con precisione il trade-off tra pricing e solvency dei singoli assicuratori. 
Come possiamo vedere, il longevity risk è menzionato nel primo pilastro relativo ai requisiti di 
capitale dei rischi considerati “quantificabili”. 
Il programma di Solvency II propone due modi per calcolare le misure di capitale: Standard 
Formula o Internal Model. Nel primo caso è prevista una formula matematica adattabile a tutte 
le imprese, nel secondo, invece, ogni impresa utilizzerà un modello interno approvato 
dall’autorità di vigilanza. Con Solvency II si vuole proprio spronare la compagnia ad adottare un 
modello interno in modo tale da avere un requisito di capitale più idoneo che rispecchi a pieno i 
rischi a cui è esposta.  
Dalla nascita del progetto sono stati pubblicati diversi studi di impatto quantitativo, i cosiddetti 
QIS (Quantitative Impact Studies), su richiesta del CEIOPS (Committe of European Insurance 
and Occupational Pensions Supervisors)14, come strumento per reperire dati , pareri ed input 
quali/quantitativi dalle imprese, ma anche per far acquisire consapevolezza e per preparare le 
imprese stesse sui requisiti della nuova Direttiva. 
Secondo il più recente studio di impatto quantitativo, il QIS5, la struttura modulare del SCR 
globale può essere rappresentata in questo modo:15 
 
                                                            
13  http://www.sifa-attuari.it/materiale/Corso%2021%2009%2011%20Colivicchi.pdf 
14  Sostituito a partire dal 1 gennaio 2011 da “EIOPA” (European Insurance and Occupational Pension 
Authority) e istituito con regolamento n. 1094/2010/UE. 
15  SANTIAGO ROMERA, Managing Partner of AREA XXI Madrid, Spain - Solvency II, an opportunity 
that should be seized. 
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Come vediamo, per il calcolo del SCR globale sono presenti tutti i rischi presentati prima per il 
primo pilastro. In particolare, la formula è la seguente:  
                                          
                                              SCR = BSCR – Adj + SCR op  
 
dove Adj è la quantità che tiene conto dei future discrezionary benefits e della capacità di 
assorbimento delle imposte differite, mentre SCR op  è il requisito di capitale per il rischio 
operativo. Il BSCR, invece, è il Basic SCR calcolato come: 
 
                        
 
ottenuto aggregando le cinque sotto-componenti sulla base della matrice di correlazione fornita 
dal CEIOPS (Committee of European Insurance and Occupational Pensions Supervisors): 
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CorrSCR 
 
SCRmkt 
 
SCRdef 
 
SCRlife 
 
SCRhealth 
 
SCRnl 
 
SCRmkt 
 
1 
    
 
SCRdef 
 
0.25 
 
1 
   
 
SCRlife 
 
0.25 
 
0.25 
 
1 
  
 
SCRhealth 
 
0.25 
 
0.25 
 
0.25 
 
1 
 
 
SCRnl 
 
0.25 
 
0.5 
 
0 
 
0.25 
 
1 
 
Come abbiamo accennato in precedenza, il longevity risk è contenuto nel modulo del life 
underwriting risk, la cui formula di calcolo combina i requisiti di capitale dei vari sottomoduli 
con la matrice di correlazione relativa al settore vita. L’uguaglianza che fornisce il riscultato è 
questa: 
 
                                
 
La matrice di correlazione specifica sarà: 
 
 
CorrLife 
 
Lifemort 
 
Lifelong 
 
Lifedis 
 
Lifelapse 
 
Lifeexp 
 
Liferev 
 
LifeCAT 
 
Lifemort 
 
1 
      
 
Lifelong 
 
-0.25 
 
1 
     
 
Lifedis 
 
0.5 
 
0 
 
1 
    
 
Lifelapse 
 
0 
 
0.25 
 
0 
 
1 
   
 
Lifeexp 
 
0.25 
 
0.25 
 
0.5 
 
0.5 
 
1 
  
 
Liferev 
 
0 
 
0.25 
 
0 
 
0 
 
0.25 
 
1 
 
 
LifeCAT 
 
0 
 
0 
 
0 
 
0 
 
0 
 
0 
 
1 
 
 
Possiamo notare che l’unico valore negativo è proprio in corrispondenza della relazione tra 
mortality e longevity risk, proprio perché è naturale che se il primo aumenta il secondo 
diminuisce, e viceversa. 
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La formula standard per il solo rischio longevità permette di giungere a due risultati di output: 
 
• Life long, cioè il requisito di capitale per il longevity risk. 
• n Life long, cioè il caricamento dovuto ai possibili effetti di assorbimento di futuri profit 
sharing. 
 
 
Il primo valore, che è quello di maggiore interesse in questo contesto, viene definito come 
risultato di uno specifico scenario di longevità, descritto come: 
 
                              Life long =  Δ
i
hocklongevitysNAV )|(  
Dove “i” indica la polizza assicurativa i-esima che eroga prestazioni influenzate dal longevity 
risk, ∆NAV è la variazione del valore netto riferito alla differenza tra attività e passività, e il 
longevityshock rappresenta la diminuzione permanente del 25% dei tassi di mortalità per ogni 
età. Inoltre alcune semplificazioni possono essere apportate, come: 
• L’opportunità di considerare tutti gli assicurati presenti in portafoglio di età uguale o 
superiore a 60 anni; 
• La possibilità di calcolare il requisito di capitale per il rischio longevità come: Longevity 
capital requirement = 25% * q * (1,1) 2/)1( −n * n * TP 
dove n è la durata modificata dei flussi di cassa relativi alle passività, q è il tasso 
medio di mortalità futuro e TP rappresenta le “tecnical provision for contracts 
subject to longevity risk”. 
Quindi, anche se la formula standard è molto semplice da applicare, lo sviluppo di modelli 
interni, per gestire il longevity risk, rimane un obiettivo fondamentale.  
Modelli adeguati di pricing e di previsione della mortalità risultano indispensabili per una 
valutazione corretta del rischio insito nell’impresa in cui si svolge la valutazione interna. 
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         Capitolo 2 
 
 
Modellazione e proiezione della mortalità: applicazione alle 
statistiche di mortalità della popolazione italiana 
 
2.1 Premessa 
 
In questo capitolo utilizzeremo il modello di Lee-Carter, introdotto nel capitolo 
precedente, con lo scopo di proiettare la mortalità futura. Queste previsioni saranno 
poi utilizzate nel prosieguo della trattazione, nel caso specifico del contratto 
longevity-indexed life annuity. Ci soffermeremo in particolare sul longevity index 
che sarà studiato nel capitolo 3 secondo l’approccio tipico del back testing, il 
nostro tempo di riferimento ݐ଴ sarà uguale all’anno 1970. Quindi le proiezioni di 
riferimento della sopravvivenza futura, ݌௫బା௞
௥௘௙  ሺݐ଴ ൅  ݇ሻsarà effettuata ottenendo il 
modello Lee-Carter sulla base dei dati precedenti il 1970 e la funzione di 
sopravvivenza sarà proiettata in un arco temporale di 40 anni, fino al 2009. 
Inoltre le dinamiche dell’indice temporale ݇௧ saranno analizzate tramite la procedura 
iterativa proposta da Box Jenkins (1970), che permetterà di risalire al processo generatore dei 
dati mediante la costruzione di un modello di tipo ARIMA(p, d, q)(P, D, Q)s (AutoRegressive 
(p) Integrated (d)Moving Average (q)).  
Con questa procedura iterativa, che permette di trovare un modello che si adatti ad una serie 
storica reale, il modello verrà identificato, i suoi parametri verranno stimati e sarà valutata la sua 
bontà di adattamento per il suo utilizzo ai fini delle previsioni. 
Nello specifico: 
- sarà effettuata un’analisi preliminare della serie storica mediante l’esame grafico; 
- si svilupperà un’analisi esplorativa per valutare la stazionarietà (il tipo e il grado) 
delle serie storiche osservate; 
- sarà identificato il modello ARIMA(p,d,q)(P,D,Q)s mediante l’analisi delle funzioni 
di autocorrelazione globale e parziale della serie resa stazionaria e mediante 
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opportuni indici. Es: Akaike's information criterion (AIC), Bayesian information 
criterion (BIC); 
- sarà stimato il modello scelto mediante un metodo iterativo per le stime (esatte e 
condizionate) di massima verosimiglianza (o dei minimi quadrati); 
- sarà valutata la bontà del modello mediante l’analisi dei residui ( che usa il grafico 
dei residui, la funzione di autocorrelazione globale, alcuni tests di ipotesi…); 
- sarà effettuato il controllo della significatività e della stabilità dei parametri ( che si 
esegue mediante test statistici…); 
- sarà valutata la bontà di adattamento del modello ai dati (mediante opportuni indici: 
AIC, BIC); 
- sarà valutata la capacità previsiva del modello (mediante la misura sintetica MAPE 
(mean absolute percentage error). 
Per analizzare meglio l’evolversi della dinamica demografica, ci si focalizzerà su un singolo 
Paese. Nel nostro caso, in particolare, verranno presi in considerazioni i dati relativo alla 
popolazione maschile italiana. Le rilevazioni comprendono 137 anni, dal 1872 al 2009. 
Prima di quest’epoca nessun dato viene considerato attendibile, solo alla fine del 1800, i 
censimenti cominciano ad essere precisi ed efficaci, adatti a essere utilizzati come 
riferimento per calcoli e considerazioni. I dati sono stati ottenuti dallo Human Mortality 
Database (HMD). Tale raccolta elettronica di dati, reperibile gratuitamente al sito 
http://www.mortality.org, è nata nel maggio del 2002 allo scopo di creare dettagliate 
rilevazioni sulla mortalità della popolazione di differenti Paesi del mondo. 
È stata ideata dal Dipartimento di Demografia dell’Università della California, Berkeley 
(USA), e dall’istituto Max Planck per la ricerca demografica a Rostock (Germania).    
Il software R è risultato conveniente per la rappresentazione delle analisi descritte; per 
ulteriori dettagli si fa riferimento al sito http://www.r-project.org/. In particolare si è beneficiato 
del pacchetto demography1, nella versione aggiornata 1.15, creato da Rob J.Hyndman, Heather 
Booth, Leonie Tickle, e John Maindonald. Questo pacchetto contiene funzioni per varie analisi 
demografiche: offre agevolazioni per le statistiche, modelli e previsioni demografiche. 
Soprattutto implementa il modello di proiezione proposto da Lee-Carter (1992) e diverse sue 
variazioni, come anche il modello di proiezione proposto da Hyndman e Ullah2 (2007). 
Per quanto riguarda gli approfondimenti sui programmi e le implementazioni informatiche 
utilizzate si rimanda all’ appendice A. 
 
                                                            
1  http://robjhyndman.com/software/demography/ 
2  HYNDMAN, R. J., ULLAH, Md. S. 2007. Robust forecasting of mortality and fertility rates: a functional data 
approach. Computational statistic and Data analysis, 51, 4942-4956. 
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2.2 Costruzione e applicazione del modello di proiezione Lee-Carter 
 
Il lavoro in esame parte con l’adattamento del modello log-bilineare ad data set della 
popolazione maschile italiana fornito da HMD attraverso il metodo dei minimi quadrati 
(SVD) con una serie storica che copre gli anni solari 1872-1969 e le fasce di età 0-104.  
I valori sono ottenuti effettuando uno smoothing dei dati per evitare qualsiasi irregolarità 
nella costruzione delle tavole di sopravvivenza, dato che anomalie potrebbero causare 
errori di campionamento. Gli attuari preferiscono ricorrere a tecniche statistiche per 
produrre tavole di mortalità che presentano una progressione lineare, in particolare 
rispetto all’età. 
L’utilizzo dello smoothing influenza in sostanza solo i valori stimati dei parametri di 
sensitività β௫ (per ogni età, esso spiega come reagisce ln ݉௫ሺݐሻal passare del tempo), rendendo 
il loro comportamento più regolare con l’età, mentre non impatta sulle stime delle α௫ (media 
semplice del ln ݉௫ሺݐሻlungo l’intero periodo di osservazione, essa descrive in media appunto il 
comportamento del tasso centrale di mortalità per ogni età x),  e delle ݇ݐ (l’indice di mortalità 
nel tempo che mostra per tutte le età insieme come il fenomeno della mortalità si è evoluto nel 
passato).  
Nello specifico si applica una metodologia di smoothing (monotonic regression splines) 
proposta da Wood3 (1994). In aggiunta, si utilizza una procedura per la selezione di un periodo 
di calibrazione ottimale proposto da Booth, Maindonald e Smith4 (2002), la quale identifica il 
periodo più lungo per il quale i parametri dell’indice di mortalità stimati ݇௧ sono lineari. 
Precisamente si massimizza l’adattamento dell’intero modello limitando il periodo di fitting al 
fine di massimizzare l’adeguamento all’assunzione di linearità. Applicando tale metodo, il 
periodo di adattamento ottimale al fine di proiettare le probabilità di sopravvivenza diventa 
1942-1969 quando tutte le età sono incluse nell’analisi, mentre diventa 1946-1969 quando le età 
sono ristrette in un range 60-104.  
                                                            
3  WOOD, S.N.. 1994. Monotonic Smoothing Splines Fitted by Cross Validation. SIAM Journal on        Scientific 
Computing 15(5), 1126-1133. 
 
4  BOOTH, H., MAINDONALD, J., SMITH, L.. 2002. Applying Lee-Carter under conditions of variable mortality 
decline. Population Studies, 56 (3), 325-336. 
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La figura 1 riproduce le stime di α௫, β௫ e ݇௧. Le stime delle α௫  presentano il tipico 
comportamento di un insieme di tassi di mortalità in forma logaritmica con relativamente: 
grandi valori intorno la nascita, un decremento nelle età infantili, un hump accidentale, e infine 
un incremento alle età adulte con un comportamento definitivamente concavo. Le stime delle 
β௫ sembrano diminuire con l’età, suggerendo che la maggior parte dei decrementi in mortalità 
sono concentrati nelle giovani età, ma con l’implementazione dello smoothing il loro 
comportamento diviene più stabile. Le stime delle ݇௧  sono aggiustate5 riadattando il periodo 
osservato alle aspettative di vita alla nascita. Il modello in questo caso spiega il 94,3% della 
varianza totale. 
Per costruire nei seguenti capitoli una rendita vitalizia indicizzata sulla longevità per una 
testa assicurata di età x = 60, 65,70, 75 anni, abbiamo effettuato un’analisi analoga restringendo 
la fascia di età da 60 anni fino all’età massima considerata. La figura 2 riproduce le stime delle 
α௫, β௫, e ݇௧. Il modello adesso spiega il 75.5% della varianza totale, ma nelle analisi effettuate 
considerando solo brevi range di età, la percentuale è molto elevata (ad esempio nelle fasce di 
età 60-64, 65-69,…, le percentuali sono rispettivamente di 98,6%, 96,2%...). 
 
Figura 1. Stime delle ࢻ࢞, ࢼ࢞ e delle ࢑࢚ , x=0,1,2,…104, ottenute minimizzando la somma di quadrati nel corso del periodo di 
adattamento ottimale 1942-1969, con i tassi di mortalità lisciati (smoothing) forniti da HMD.  
                                                                              
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
                                                            
5  LEE, R. D., MILLER, T. 2001. Evaluating the performance of the Lee-Carter approach to modelling and 
forecasting. Demography, 38, 537-549.  
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Figura 2. Stime delle ࢻ࢞, ࢼ࢞ e delle ࢑࢚ , x=60,616,2,…104, ottenute minimizzando la somma di quadrati nel corso del periodo di 
adattamento ottimale 1946-1969, con i tassi di mortalità lisciati (smoothing) forniti da HMD. 
 
 
                                                                 Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Risulta fondamentale sottolineare che il solo utilizzo della varianza totale temporale non è un 
indicatore analitico soddisfacente, quindi per verificare l’adeguatezza del modello è necessaria 
una disamina dei residui. 
 
 
 
 
 
2.2.1 Analisi dei residui del modello 
 
Considerando che l’analisi svolta si muove in un contesto di regressione, è essenziale 
ispezionare i residui. La performance del modello è valutata nei termini di casualità dei residui. 
Quindi, una mancanza di casualità indicherà la presenza di variazioni sistematiche, così come 
interazioni età- tempo. Dato che si è considerato un modello Lee-Carter con aggiustamenti delle 
݇௧, lo studio delle performance del modello sarà basato sui residui calcolati con le ݇௧ aggiustate. 
Se i residui mostreranno qualche regolarità nello schema, ciò significherà che il modello non 
sarà in grado di descrivere opportunamente tutto il fenomeno. I residui si possono raffigurare 
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come una funzione sia dell’età che del tempo, e saranno ispezionate con l’aiuto di mappe come 
quella visualizzata nella figura 3, la quale illustra i residui calcolati dal modello adattato all’età 
0-104.  
 
Figura 3. Residui per la popolazione maschile italiana, modello Lee-Carter, età x = 0,1,2,…104. 
 
                                  
                                                Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Dal grafico, si evincono schemi sistemici e comparativamente grandi valori in età giovanili. 
Nel caso in questione l’adattamento intorno alla protuberanza accidentale è molto scarsa, con 
numerosi residui negativi per le età inferiori ai 20. I residui sono positivi per tutte le età più 
elevate. Nel complesso, l’inclusione della fascia di età giovanile, deteriora in modo significativo 
la qualità di adattamento della fascia di età adulta. La presenza dei trend nei residui va a violare 
le assunzioni di indipendenza e omoschedasticità, dato che il grafico presenta dei clusters, 
suggeriscono che l’approccio Lee-Carter non è in grado di tenere conto delle particolari 
dinamiche di mortalità riguardanti le giovani età.Siccome le età adulte sono maggiormente 
rilevanti nelle applicazioni pensionistiche e nelle rendite vitalizie, restringiamo l’analisi all’età 
60 e oltre.La figura 4 illustra i residui adattati all’età 60-104. Subito si può capire che i residui 
non presentano una struttura, eccetto per un moderato effetto coorte per le generazioni che 
raggiungono l’età 70 intorno al 1945, ma oltre questo non si rileva un significante schema 
diagonale dei residui. 
 
Figura 4. Residui per la popolazione maschile italiana, modello Lee-Carter, età x = 60,61,62,…104. 
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                                                    Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
L’effetto coorte individuato nei residui è troppo debole per rigettare il modello age-period di 
Lee-Carter, di conseguenza si ritiene che il trend temporale sia stato correttamente catturato dal 
modello in considerazione. 
 
 
 
 
 
2.3  Proiezione della mortalità 
 
2.3.1  Modellazione del time index di Lee-Carter 
Un aspetto importante della metodologia Lee-Carter è costituito dal fatto che l’indice temporale  
݇௧ è visto come un processo prettamente stocastico. Per stimare e proiettare l’indice temporale 
all’interno di un modello ARIMA sarà utilizzata una procedura Box-Jenkins. Queste previsioni 
proietteranno a loro volta tassi di mortalità di specifiche età, aspettative di vita e premi unici per 
le rendite vitalizie. 
Nel modello Lee-Carter le stime delle ݇௧ sono viste come una realizzazione di una serie storica 
modellata usando classici modelli autoregressive integrated moving average (ARIMA)6. 
Tali modelli spiegano le dinamiche della serie storica attraverso la sua storia e attraverso 
shock contemporanei e passati.  
Le procedure di analisi delle serie storiche richiedono che le variabili studiate debbano essere 
stazionarie. Si richiama che la serie storica è stazionaria in senso debole se media e varianza 
                                                            
6  BEE DAGUM, E.. Analisi delle serie storiche: modellistica, previsione e scomposizione, 2002. 
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sono costanti nel corso del tempo, e la covarianza per due periodi qualsiasi (t e t + k) dipende 
solo dalla lunghezza dell’intervallo tra i due periodi (k), non dal punto di partenza (t). 
Una prima verifica per la stazionarietà consiste nella visualizzazione dei dati in forma grafica 
per cercare di vedere se la serie ha un trend verso l’alto o verso il basso. Nello specifico si 
osserva un graduale decadimento sottostante il trend nelle stime delle ݇௧. La figura 5 visualizza 
la funzione di autocorrelazione della serie in esame. Da tale grafico si evince subito il classico 
segnale di una serie non stazionaria, infatti si evidenzia una correlazione molto forte nei valori 
che lentamente decadono come la lunghezza dei lags aumenta. La funzione di autocorrelazione 
declina con un tasso lineare e le osservazioni molto distanti nel tempo non possono essere più 
considerate indipendenti. La serie delle ݇௧ stimate è, quindi, chiaramente non stazionaria: tende 
a decresce in media nel corso del tempo. 
 
 
Figura 5. Funzione di autocorrelazione (sinistra) e funzione di autocorrelazione parziale (destra) delle stimate ࢑࢚ ottenute con i 
dati completi per le età x = 0,1,2,…,104.  
 
                                                                      Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
 
 
In aggiunta alle procedure grafiche il test Q di Ljung-Box7 sulle ݇௧ fornisce un p-value 
uguale a 6,696eି9 individuando omoschedasticità nei residui, concludendo che la serie storica 
non è un processo white noise (rumore bianco): è dunque necessario stimare un nuovo modello.  
Si tratta dunque di decidere che tipo di trasformazione adottare per ottenere una serie 
                                                            
7  LJUNG, G., M., BOX, G., E., P.. 1978. “On a Measure of a Lack of Fit in Time Series Models”. Biometrica 65 (2): 
297-303. 
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stazionaria. Quella più naturale, ed anche la prima che solitamente viene in mente, è la 
trasformazione differenza prima. Siccome dal modello LC imposto, le ݇ݐ stimate sono 
differenze stazionarie, si provvede al calcolo delle differenze prime delle ݇௧ stimate. Con lo 
scopo di verificare quando e se una differenza seconda sia necessaria, si analizza il test della 
radice unitaria per la (non)stazionarietà. Il p-value del test di Augmented Dickey-Fuller8 (ADF) 
è meno dell’1%, con ciò si conclude che le differenze prime sono stazionarie e non necessitano 
di ulteriori differenzazioni.   
 
 
 
 
2.3.2  Identificazione e diagnostica del modello ARIMA 
Dal momento che nessun coefficiente dell’autocorrelazione e nessun coefficiente 
dell’autocorrelazione parziale dell’indice temporale differenziato appare essere 
significativamente diverso da zero, un processo ARIMA(0,1,0) sembra essere 
appropriato per le ݇௧ stimate. La figura 6 visualizza la funzione di autocorrelazione 
applicata ai residui del modello adottato. Intuitivamente si ravvisa una situazione di 
stazionarietà dato che la funzione di autocorrelazione declina con un tasso geometrico. 
Inoltre il test Q di Ljung-Box supporta questo modello (con un p-value uguale al 
93,82%), il test Jarque-Bera9 sulla normalità conferma che non ci sono significativi 
allontanamenti dalla normalità, difatti il corrispondente valore del p-value è uguale al 
58,23%. 
 
                                                            
8  DICKEY, D. A., FULLER, W. A.. 1979. “Distribution of the Estimators for Autoregressive Time Series with a 
Unit Root”. Journal of the American Statistical Association 74 (366): 427–431. 
9 JARQUE, C., M., BERA, A., K.. 1980. “Efficient tests for normality, homoscedasticity and serial           
independence of regression residuals”. Economics Letters 6 (3): 255–259.  
35 
 
Figura 6. Funzione di autocorrelazione (destra) e funzione di autocorrelazione parziale (sinistra) delle stimate ࢑࢚ ottenute con i 
dati completi per le età x = 60,61,62,…,104. 
 
                                                                  Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Le precedenti analisi suggeriscono che, per le statistiche di mortalità della 
popolazione maschile italiana nel periodo di tempo preso in considerazione, un modello 
random walk con drift è adatto per modellare l’indice temporale stimato. 
 
 
 
 
2.3.3  Proiezione della mortalità e aspettative di vita con il modello ARIMA(0,1,0) 
 
Attraverso le analisi e le procedure applicate per la scelta del modello idoneo a 
cogliere l’andamento nel tempo dei dati osservati, il processo ARIMA(0,1,0) si 
considera generatore della serie stessa. Nel passo successivo, ai fini dell’elaborato, si 
procede con la proiezione dei tassi di mortalità in forma logaritmica e delle aspettative 
di vita nell’arco temporale 1970-2009, con cui in seguito verranno calcolate le 
probabilità di sopravvivenza.  
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Figura 7.  Proiezione tassi di mortalità 1970-2009 con età x = 0,1,…,104 (in alto a sinistra), tassi reali di mortalità forniti da 
HMD, 1970-2009 età x = 0,1,…,104 (in alto a destra). Errori di proiezione del modello adottato (in basso). 
 
 
                                                                   Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
 
Nella figure 7–8 vengono riportate le proiezioni (in alto a sinistra), con i rispettivi 
errori, paragonate ai dati reali dei tassi di mortalità (in alto a destra), rispettivamente 
delle fasce di età 0-104, 60-104. Le linee di color rosso indicano i valori dei primi anni 
settanta, scendendo si riscontrano, con colori diversi, i valori degli anni successi, fino ad 
arrivare alle linee di color viola che indicano i valori degli ultimi anni presi in esame. 
Gli intervalli di previsione sono effettuati con un intervallo di confidenza del 95% e il 
metodo di calcolo usato per i jumps ( jumpchoice) è basato sui dati reali.  
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Figura 8. Proiezione tassi di mortalità 1970-2009 con età x = 60,61,…,104 (in alto a sinistra), tassi reali di mortalità forniti da 
HMD, 1970-2009 età x = 60,61,…,104 (in alto a destra). Errori di proiezione del modello adottato (in basso). 
 
 
 
                                                                  Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Si osserva dai grafici degli errori di proiezione, come il primo modello LC, che 
ingloba tutte le fasce di età, presenti delle anomalie intorno alle età giovanili 10-30, 
mentre per le restanti fasce, gli errori vengono incorporati in un range ristretto. 
L’irregolarità che evidenziano tali grafici, ai fini dell’analisi non sono rilevazioni 
importanti, poiché gli studi successi si incentreranno solamente sulla fascia di età 
adulta, rendendo così gli errori di proiezione per questo modello ammissibili. Per 
quanto riguarda invece il secondo modello LC, che ingloba la fascia di età 60-104, gli 
errori di proiezione sono accettabili e non si rileva nessuna singolarità.  
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Al fine di approfondire le differenze tra i tassi proiettati e reali, si considerano nelle 
figure 9-10 le rispettive medie dei tassi di mortalità. La figura 9 visualizza il modello 
che annette tutte le età, la figura 10 il modello ridotto alle età senili.  
Tale indagine, ricordando che la struttura dell’indice di longevità è composta dal 
rapporto dei tassi annui proiettati e reali, è una prima analisi utile per comprendere 
come si potrebbe evolvere il prodotto assicurativo in questione con l’evolversi del 
tempo. 
 
Figura 9. Media proiezione tassi di mortalità 1970-2009 con età x = 0,1,…,104 (linea blu), media tassi reali di mortalità forniti da 
HMD, 1970-2009 età x = 0,1,…,104 (linea rossa). 
  
                                                                     Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
La figura 9 evidenzia piccole differenze tra i tassi di mortalità proiettati e reali 
dall’età 60 e oltre. Tali differenze, anche se minime, sono di notevole significatività ai 
fini del calcolo del valore attuariale atteso della rendita vitalizia indicizzata. 
Si conclude che le proiezioni effettuate mediante il modello LC per x = 0,1,…,104 
sono delle previsioni realistiche della mortalità e che il loro comportamento riflette in 
una forma quasi identica le probabilità di sopravvivenza effettive. 
La figura 10  evidenzia una notevole discrepanza fra i tassi. Nello specifico i tassi di 
mortalità effettivi sono minori rispetto quelli proiettati. Ne consegue che le probabilità 
di sopravvivenza annuali reali saranno maggiori paragonate alle loro previsioni, le quali 
si considerano sottostimate rispetto ai dati reali. Si conclude che le proiezioni effettuate 
attraverso il modello LC con x = 60,61,…,104 sono delle previsioni pessimistiche della 
mortalità. 
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Figura 10. Media proiezione tassi di mortalità 1970-2009 con età x = 60,61,…,104 (linea blu), media tassi reali di mortalità forniti 
da HMD, 1970-2009 età x = 60,61,…,104 (linea rossa). 
 
                                                                 Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
 
 
 
 
La figura 11 è un ulteriore grafico che evidenzia la combinazione dei tassi effettivi 
(1872-1969) e proiettati (1970-2009) raggruppati  insieme e paragonati alle dinamiche 
reali verificatesi lungo l’intero arco temporale preso in considerazione. Si nota come la 
mortalità in età giovanile sia stata sovrastimata, mentre la mortalità senile rispecchia a  
pieno i dati reali. Ciò conferma le considerazioni sul modello adottato effettuate 
precedentemente.   La figura 12 proietta in un unico grafico con un intervallo di 
confidenza del 95% le aspettative di vita, sia alla nascita che dall’età 60, combinate con 
l’andamento storico delle stesse. Sono state implementate 1000 simulazioni. Si 
evidenzia come l’andamento crescente delle aspettative di vita rispecchi il trend 
verificatosi negli anni precedenti, inoltre,  anche se i valori forniti risultano inferiori a 
quelli effettivi, le dinamiche riassumono le analisi eseguite anteriormente.   
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Figura 11. Tassi di mortalità reali 1872-1969 combinati con tassi di mortalità proiettati 1970-2009 (sinistra), tassi di mortalità 
effettivi, dati forniti da HMD, 1872-2009 (destra).  
 
                                                                Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Figura 12. Aspettative di vita alla nascita effettive 1872-1969 combinate con quelle proiettate 1970-2009 (sinistra), aspettative di 
vita all’età 60 effettive 1872-2969 combinate con quelle proiettate 1970-2009 (destra). 
 
                                                           Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
 
Le previsioni della mortalità proiettate nel presente capitolo saranno utilizzate: per le 
indagini specifiche che nel terzo capitolo si svolgeranno per spiegare l’andamento nel 
tempo dell’indice di longevità con l’evolversi della mortalità, e per il pricing della 
longevity-indexed life annuity che si svolgerà nel quarto capitolo. 
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        Capitolo 3 
 
 
Analisi del longevity index: applicazione alle statistiche di 
mortalità della  popolazione maschile italiana 
 
          3.1  Premessa 
In questo capitolo analizzeremo le caratteristiche e le dinamiche del trend 
del longevity index  
 
࢏1970ା௞ ൌ
݌௫ା௞௥௘௙  ሺ1970 ൅  ݇ሻ
݌௫ା௞௢௕௦  ሺ1970 ൅  ݇ሻ
   
 
    con k = 0, 1, …, 104. Come sappiamo l’indice sarà studiato secondo l’approccio 
del back testing e il nostro tempo di riferimento sarà coincidente con l’anno 1970. A tal 
fine, le proiezioni della mortalità italiana dal 1970 al 2009 calcolate nel capitolo 
precedente ed effettuate mediante l’uso del modello Lee-Carter applicato alla fascia di 
età 0-104 e sempre del modello Lee-Carter applicato alla fascia d’età 60-104, saranno 
indispensabili per la costruzione del suddetto indice. 
Dal momento che il prodotto è una rendita pensionistica (ricadente nella categoria 
della previdenza complementare), l’analisi sarà svolta partendo da una testa assicurata 
di età x = 60, 65, 70, 75. 
Dettagliatamente saranno calcolate: le probabilità di sopravvivenza annuali stimate 
ሺ݌60 ା௞௥௘௙  (1970 + k), k = 0,…,104 )), ሺ݌65 ା௞௥௘௙  (1970 + k), k = 0,…,104 )), ሺ݌70 ା௞௥௘௙  (1970 + k), 
k = 0,…,104 )), ሺ݌75 ା௞௥௘௙  (1970 + k), k = 0,…,104 ))e le probabilità di sopravvivenza 
annuali effettive ricavate dalla banca dati dello HumanMortalityDatabase (HMD) 
ሺ݌60 ା௞௢௕௦  (1970 + k), k = 0,…,104 )),  ሺ݌65 ା௞௢௕௦  (1970 + k), k = 0,…,104 )),  ሺ݌70 ା௞௢௕௦  (1970 + 
k), k = 0,…,104 )),  ሺ݌75 ା௞௢௕௦  (1970 + k), k = 0,…,104 )). 
Successivamente le probabilità annuali stimate ed effettive verranno rapportate al 
fine di ricreare l’index proposto da M. Denuit, S. Haberman e A. Renshaw. 
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3.2  Probabilità di sopravvivenza annuali stimate ed effettive 
Nelle tabelle seguenti si riportano i valori dei tassi annui di sopravvivenza stimati e reali 
dal 1970 al 2009. 
Dalla tabella 1 alla tabella 4 si riportano i valori reali dei tassi annui di sopravvivenza 
dal 1970 al 2009 partendo rispettivamente da una testa assicurata di età x = 60, 65, 70, 
75. Ad esempio nella tabella 1, che assume una testa assicurata di età x = 60, la 
probabilità di un individuo di età x = 60 di vivere ancora un anno nel 1970 è ݌60௢௕௦ሺ1970ሻ 
= 0,981838, la probabilità di un individuo di età x = 61 di vivere ancora un anno nel 
1971 è  ݌61௢௕௦ሺ1971ሻ = 0,9805775, la probabilità di un individuo di età x = 62 di vivere 
ancora un anno nel 1971 è  p62୭ୠୱሺ1972ሻ = 0.9784478, …, e così via… 
 
Tab.1. Probabilità di sopravvivenza annuali reali partendo da una testa assicurata x=60 ( es. p60(1970), p61(1971), p62(1972)...). 
[1]0.9818738        0.9805775    0.9784478    0.9759946   0.9743609   0.9712765   0.9689468   0.9667317   
[9]0.9637106        0.9622137    0.9580421    0.9540877   0.9526130   0.9454307   0.9443838   0.9375743       
[17]0.9357477      0.9310910    0.9269958    0.9213514   0.9136632   0.9044146   0.9009961   0.8915463       
[25]0.8791959      0.8714002    0.8629112    0.8497649   0.8337344   0.8208850   0.8150484   0.7933569       
[33]0.7799557      0.7491661    0.7538806    0.7168738   0.7155439   0.6763939   0.6690959   0.6479793 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 2. Probabilità di sopravvivenza annuali reali partendo da una testa assicurata x=65 ( es. p65(1970), p66(1971), 
p67(1972)...). 
[1] 0.9715291      0.9690902   0.9659565   0.9618287   0.9591459   0.9542949   0.9495733   0.9470613          
[9]0.9428227       0.9379545   0.9313530   0.9261541   0.9219589   0.9104687   0.9099169   0.8991964                 
[17]0.8924027     0.8873177   0.8760450   0.8727837   0.8571542   0.8467391   0.8384414   0.8267768                 
[25]0.8154685     0.7994544   0.7868989   0.7625113   0.7405827   0.7186951   0.7131766   0.6951408                 
[33]0.6663688      0.6355784   0.6587984    0.6135415   0.5720385    0.6251990   0.5364063   0.0000000 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 3. Probabilità di sopravvivenza annuali reali partendo da una testa assicurata x=70 ( es. p70(1970), p71(1971), p72(1972)...). 
[1] 0.9544668      0.9518041   0.9464730   0.9406058   0.9371745   0.9267238   0.9220143   0.9147322 
[9]0.9086319       0.9011949   0.8896412   0.8820022   0.8747323   0.8617961   0.8589632   0.8441440                   
[17]0.8373538     0.8268719   0.8123428   0.8083788   0.7899486   0.7756706   0.7604642   0.7380581                     
[25]0.7305357     0.6985564   0.6972922   0.6369995   0.5910975   0.6266914    0.6205184  0.5671285                     
[33]0.5666633      0.4848488   0.0000000 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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Tab. 4. Probabilità di sopravvivenza annuali reali partendo da una testa assicurata x=75 ( es. p75(1970), p76(1971), 
p77(1972)…). 
[1] 0.9283986       0.9229669   0.9164917   0.9067249   0.9028210   0.8849848   0.8781715   0.8695441                   
[9]0.8598942        0.8490517   0.8353035   0.8220296   0.8175333   0.7898373   0.7974878   0.7778536                 
[17]0.7480982      0.7567321   0.7329829   0.7177069   0.7023167   0.6691426   0.6851897   0.6499629                         
[25]0.6326531      0.4427480   0.4893619   0.5952023   0.5734595   0.0000000 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Dalla tabella 5 alla tabella 8 si riportano i valori stimati dei tassi annui di 
sopravvivenza dal 1970 al 2009, ricavati applicando un modello Lee-Carter  per la 
fascia di età 0-104, partendo rispettivamente da una testa assicurata di età x = 60, 65, 70, 
75. Ad esempio nella tabella 5, che assume una testa assicurata di età x = 60, la 
probabilità stimata di un individuo di età x = 60 di vivere ancora un anno nel 1970 è 
݌60௥௘௙ሺ1970ሻ = 0,9812895, la probabilità stimata di un individuo di età x = 61 di vivere 
ancora un anno nel 1971 è  ݌61௥௘௙ሺ1971ሻ = 0,9796519, … ecc.. 
 
Tab. 5. Probabilità di sopravvivenza annuali stimate con il modello LC applicato anni 0-104, partendo da una testa assicurata 
x=60 ( es. p60(1970), p61(1971), p62(1972)...). 
[1]0.9812895       0.9796519   0.9779018   0.9760481   0.9740954   0.9720384   0.9698589   0.9675287             
[9]0.9650180       0.9623051   0.9593857   0.9562737   0.9529931   0.9495598   0.9459596   0.9421314             
[17]0.9379621     0.9332998   0.9279802   0.9218636   0.9148734   0.9070244   0.8984326   0.8892918                
[25]0.8798181     0.8701731   0.8603943   0.8503610   0.8398141   0.8284249   0.8158945   0.8020608             
[33]0.7869829      0.7709803   0.7546002   0.7385062   0.7233090   0.7093936   0.6968116   0.6852900 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 6. Probabilità di sopravvivenza annuali stimate con il modello LC applicato anni 0-104 partendo da una testa assicurata 
x=65 ( es. p65(1970), p66(1971), p67(1972)...). 
[1] 0.9714082       0.9691051   0.9666248   0.9639435   0.9610415   0.9579106   0.9545559   0.9509909           
[9]0.9472237        0.9432400   0.9389869   0.9343671   0.9292478   0.9234822   0.9169427   0.9095557   
[17] 0.9013294     0.8923634   0.8828299   0.8729247   0.8627988   0.8524947   0.8419126   0.8308250        
[25]0.8189363      0.8059741   0.7917866   0.7764233   0.7601706   0.7435235   0.7270854   0.7114158             
[33]0.6968735      0.6835164   0.6711057   0.6592267   0.6475113   0.6358422   0.6242125   0.0000000 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 7. Probabilità di sopravvivenza annuali stimate con il modello LC applicato anni 0-104, partendo da una testa assicurata 
x=70 ( es. p70(1970), p71(1971), p72(1972)...). 
[1]0.9563832      0.9527723   0.9489056   0.9447825   0.9403877   0.9356772   0.9305713   0.9249591                          
[9]0.9187151      0.9117261   0.9039225   0.8953048   0.8859534   0.8760157   0.8656642   0.8550381                    
[17]0.8441855    0.8330303   0.8213804   0.8089779   0.7955792   0.7810440   0.7654090   0.7489230                     
[25]0.7320231    0.7152475   0.6991007   0.6839137   0.6697517   0.6564124   0.6435305   0.6307775                 
[33]0.6180495     0.6053432    0.0000000 
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Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
Tab. 8. Probabilità di sopravvivenza annuali stimate con il modello LC applicato anni 0-104, partendo da una testa assicurata 
x=75 ( es. p75(1970), p76(1971), p77(1972)...). 
[1]0.9321942        0.9265642   0.9204212   0.9136644   0.9061978   0.8979572   0.8889337   0.8791861                               
[9]0.8688327        0.8580203   0.8468745   0.8354499   0.8236967   0.8114628   0.7985325   0.7846939                      
[17]0.7698183      0.7539273   0.7372267   0.7200899   0.7029844   0.6863563   0.6705074   0.6555108                                        
[25]0.6412036      0.6272738   0.6134357   0.5996002   0.5857681   0.0000000 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Le tabelle 9-12 illustrano i valori stimati dei tassi annui di sopravvivenza dal 1970 al 
2009, ricavati applicando un modello Lee-Carter per la fascia di età 60-104, partendo 
rispettivamente da una testa assicurata x = 60, 65, 70, 75. Ad esempio nella tabella 9, 
che assume una testa assicurata di età x = 60, la probabilità stimata di un individuo di 
età     x = 60 di vivere ancora un anno nel 1970 è ݌60௥௘௙ሺ1970ሻ = 0,9811485, la 
probabilità stimata di un individuo di età x = 61 di vivere ancora un anno nel 1971 è           
݌61௥௘௙ሺ1971ሻ = 0,9797088, … ecc.. 
 
Tab. 9. Probabilità di sopravvivenza annuali stimate con il modello LC applicato anni 60-104, partendo da una testa assicurata 
x=60 ( es. p60(1970), p61(1971), p62(1972)...). 
[1]0.9811485      0.9797088   0.9781018   0.9763000   0.9742746   0.9719910   0.9694044   0.9664552                            
[9] 0.9630668     0.9591465   0.9545900   0.9492895   0.9431442   0.9360719   0.9280180   0.9189598 
[17] 0.9089032   0.8978716   0.8858901   0.8729704   0.8591014   0.8442509   0.8283769   0.8114465                             
[25]0.7934547    0.7744369   0.7544690   0.7336533   0.7120926   0.6898600   0.6669720   0.6433742 
[33] 0.6189437    0.5935076    0.5668728   0.5388597   0.5093322   0.4782177   0.4455130   0.4112782 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 10. Probabilità di  sopravvivenza annuali stimate con il modello LC applicato anni 60-104, partendo da una testa assicurata 
x=65 ( es. p65(1970), p66(1971), p67(1972)...). 
[1]0.9718904      0.9693049   0.9663641   0.9629948   0.9591089   0.9546078   0.9493893   0.9433574                                       
[9]0.9364321      0.9285582   0.9197085   0.9098815   0.8990917   0.8873559   0.8746804   0.8610526 
[17]0.8464424    0.8308126   0.8141354   0.7964088   0.7776680   0.7579848   0.7374551   0.7161745                                 
[25]0.6942111    0.6715804   0.6482325   0.6240535   0.5988826   0.5725396   0.5448555   0.5157011 
[33]0.4850055     0.4527622    0.4190238   0.3838888   0.3474883   0.3099615   0.2714449   0.0000000 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 11. Probabilità di sopravvivenza annuali stimate con il modello LC applicato anni 60-104 partendo da una testa assicurata 
x=70 ( es. p70(1970), p71(1971), p72(1972)...). 
[1]0.9546255      0.9494889   0.9435698   0.9367904   0.9290945   0.9204506   0.9108498   0.9002979                                       
[9]0.8888040      0.8763690   0.8629788   0.8486056   0.8332170   0.8167898   0.7993254   0.7808585   
[17]0.7614572    0.7412107   0.7202080   0.6985119   0.6761374   0.6530386   0.6291105   0.6042043                                       
[25]0.5781522    0.5507961   0.5220135   0.4917354   0.4599521   0.4267089   0.3920945   0.3562291 
[33]0.3192419     0.2812608    0.0000000 
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Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 12. Probabilità di sopravvivenza annuali stimate con il modello LC applicato anni 60-104, partendo da una testa assicurata 
x=75 ( es. p75(1970), p76(1971), p77(1972)...). 
[1]0.9211861         0.9118082   0.9014906   0.8902346   0.8780363   0.8648802   0.8507408   0.8355902                             
[9] 0.8194101        0.8022048   0.7840088   0.7648864   0.7449205   0.7241933   0.7027629   0.6806433 
[17]0.6577926       0.6341148   0.6094726   0.5837106   0.5566814   0.5282693   0.4984070   0.4670821                             
[25]0.4343329       0.4002383  0.3649080   0.3284614   0.2910182   0.0000000 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
 
 
 
 
Nell’analisi seguente saranno confrontati graficamente i tassi di sopravvivenza annuali 
stimati e reali. La figura 12 mostra le probabilità annuali stimate dal 1970 al 2009  
(punti blu) attraverso il modello Lee-Carter applicato alla fascia di età 0-104, 
paragonate ai tassi annui di sopravvivenza effettivi dal 1970 al 2009 (punti rossi), 
partendo rispettivamente da una testa assicurata di età x = 60, 65, 70, 75.                      
Da questo studio si può osservare come le probabilità annuali di sopravvivenza stimate 
ed effettive siano molto differenti fra di loro. Tali grafici evidenziano un intervallo 
critico, dal ventesimo anno fino all’età estrema considerata di 104 anni, molto 
significativo in cui i valori delle probabilità tendono a discostarsi maggiormente.Si 
intuisce rapidamente che i valori dell’indice prima di tale intervallo risulteranno essere 
alternativamente maggiori o minori di uno. Trascorsi vent’anni, invece, i valori dei 
rapporti annuali dei tassi annui di sopravvivenza risulteranno essere costantemente 
maggiori di uno, essendo i tassi annui di sopravvivenza reali minori dei corrispondenti 
tassi stimati. 
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Figura 12. Confronto probabilità di sopravvivenza annuali proiettate (blu) ed effettive (rosse) dal 1970-2009, partendo da una testa 
assicurata  x = 60 (in alto a sinistra), x = 65 (in alto a destra), x = 70 (in basso a destra), x = 75 (in basso a sinistra), utilizzando 
un modello LC con x = 0,1,…,104. 
 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
 
La figura 13 mostra le probabilità annuali stimate dal 1970 al 2009 (punti blu) 
attraverso il modello Lee-Carter applicato alla fascia di età 60-104, paragonate ai tassi 
annui di sopravvivenza reali dal 1970 al 2009 (punti rossi), partendo rispettivamente da 
una testa assicurata x = 60, 65, 70, 75. 
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Figura 13. Confronto probabilità di sopravvivenza annuali proiettate (blu) ed effettive (rosse) dal 1970-2009, partendo da una testa 
assicurata  x = 60 (in alto a sinistra), x = 65 (in alto a destra), x = 70 (in basso a destra), x = 75 (in basso a sinistra), utilizzando 
un modello LC con x = 60,61,…,104. 
   
  
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Anche in questo caso le probabilità annuali di sopravvivenza stimate ed effettive 
differiscono fra di loro, ma l’intervallo critico evidenziato dai grafici risulta essere dal 
decimo anno fino all’età estrema considerata di 104 anni. Si prospetta dopo il decimo 
anno un andamento decrescente dell’indice, essendo i tassi annui di sopravvivenza reali 
maggiori dei corrispondenti tassi stimati, e i valori dei rapporti annuali dei tassi annui di 
sopravvivenza risulteranno essere costantemente minori di uno al passare del tempo. 
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3.3  Costruzione del longevity index 
Nel prosieguo del lavoro verranno riportati numericamente e graficamente i valori 
che assume l’indice di longevità dal 1970 al 2009. L’indice di scala annuale, come già 
menzionato, risulta 
 
࢏1970ା௞ ൌ
݌௫ା௞௥௘௙  ሺ1970 ൅  ݇ሻ
݌௫ା௞௢௕௦  ሺ1970 ൅  ݇ሻ
            
 
applicato nel nostro caso alle età x = 60, 65, 70, 75, con  k = 0, 1,…, 104. Cioè il 
rapporto fra i tassi annui stimati dal 1970 al 2009 e i corrispondenti tassi annui effettivi.  
Le tabelle 13-16 riportano i valori del longevity index dal 1970 al 2009, partendo 
rispettivamente da una testa assicurata di età x = 60, 65, 70, 75. I tassi annui di 
sopravvivenza sono calcolati attraverso il modello Lee-Carter applicato alla fascia di età 
0-104.  
Ad esempio nella tabella 13, che  assume una testa assicurata di età x = 60, l’index 
nel 1970 sarà ࢏1970 = 0,9994049, nel 1971 ࢏1971 = 0,9990561, nel 1972                       
࢏1972 = 0,9994420 e così via. 
 
Tab. 13. Longevity index dal 1970-2009 considerando una testa assicurata di età x = 60, le stime dei tassi annui sono ricavate 
attraverso il modello LC applicato alla fascia di età 0-104. (es. ݅ଵଽ଻଴݅ଵଽ଻ଵ݅ଵଽ଻଻, …). 
 
[1]0.9994049      0.9990561   0.9994420   1.0000548   0.9997275   1.0007844   1.0009413   1.0008244 
[9]1.0013566      1.0000950   1.0014024   1.0022912   1.0003990   1.0043675   1.0016686   1.0048605 
[17]1.0023665    1.0023723   1.0010619   1.0005560   1.0013245   1.0028857   0.9971548   0.9974712              
[25]1.0007077    0.9985919   0.9970832   1.0007015   1.0072922   1.0091850   1.0010382   1.0109710       
[33]1.0090098    1.0291180   1.0009545   1.0301760   1.0108520    1.0487877    1.0414226   1.0575801 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 14. . Longevity index dal 1970-2009 considerando una testa assicurata di età x = 65, le stime dei tassi annui sono ricavate 
attraverso il modello LC applicato alla fascia di età 0-104. (es. ݅ଵଽ଻଴݅ଵଽ଻ଵ݅ଵଽ଻଻, …). 
 
[1]0.9998755         1.0000153   1.0006919   1.0021987   1.0019763   1.0037889    1.0052472   1.0041492                   
[9]1.0046679         1.0056352   1.0081966   1.0088679   1.0079059   1.0142931    1.0077214   1.0115207                
[17]1.0100030       1.0056865   1.0077450   1.0001616   1.0065853   1.0067973    1.0041400   1.0048964                                        
[25]1.0042526       1.0081552   1.0062114   1.0182450   1.0264493   1.0345464    1.0195027   1.0234125 
[33]1.0457775       1.0754242   1.0186813  1.0744614   1.1319366  1.0170236     1.1636935   NaN 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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Tab. 15. Longevity index dal 1970-2009 considerando una testa assicurata di età x = 70, le stime dei tassi annui sono ricavate 
attraverso il modello LC applicato alla fascia di età 0-104. (es. ݅ଵଽ଻଴݅ଵଽ଻ଵ݅ଵଽ଻଻, …). 
 
[1]1.002008        1.001017   1.002570   1.004440   1.003429   1.009661   1.009281   1.011180                             
[9]1.011097        1.011686   1.016053   1.015082   1.012828   1.016500   1.007801   1.012906                  
[17]1.008159       1.007448   1.011125   1.000741   1.007128   1.006927   1.006502   1.014721 
[25]1.002036       1.023894   1.002594   1.073649   1.133065   1.047425   1.037085   1.112230 
[33]1.090682            1.248520      NaN 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 16. . Longevity index dal 1970-2009 considerando una testa assicurata di età x = 75, le stime dei tassi annui sono ricavate 
attraverso il modello LC applicato alla fascia di età 0-104. (es. ݅ଵଽ଻଴݅ଵଽ଻ଵ݅ଵଽ଻଻, …). 
 
[1]1.0040884       1.0038975   1.0042875   1.0076533   1.0037403   1.0146583   1.0122553   1.0110885                   
[9]1.0103949       1.0105630   1.0138525   1.0163257   1.0075390   1.0273797   1.0013099   1.0087938                       
[17]1.0290338     0.9962935   1.0057898   1.0033203   1.0009507   1.0257251   0.9785719   1.0085358                    
[25]1.0135153      1.4167740   1.2535421   1.0073890   1.0214638    NaN 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
La figura 14 visualizza graficamente l’andamento del longevity index con l’evolversi del 
tempo. I tassi annui sono stimati attraverso il modello Lee-Carter applicato alla fascia di 
età 0-104. Il grafico riporta l’indice considerando rispettivamente l’età di partenza della 
testa assicurata x = 60, 65, 70, 75.  Da tale grafico si evidenzia che l’indice nel suo 
complesso è molto volatile e che i suoi valori oscillano con l’evolversi del tempo nelle 
vicinanze del valore uno. Inoltre, come dallo studio effettuato sul confronto tra i tassi 
annui di sopravvivenza stimati ed effettivi dal 1970 al 2009 menzionato nel secondo 
paragrafo (Figura 12), l’intervallo critico in cui si rilevano significativi cambiamenti dei 
valori che potrebbe assumere l’indice risulta essere ancora dal ventennio successivo alla 
ipotetica data di stipula del contratto, fino all’età estrema considerata di 104 anni.  
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Figura 14. Andamento del longevity index dal 1970 al 2009, partendo da una testa assicurata x = 60,  65, 70, 75, utilizzando un 
modello LC con x = 0,1,…104 (gli indici per le diverse età sono posizionati rispettivamente in senso orario).    
  
  
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Le tabelle 17-20 riproducono i valori del longevity index dal 1970 al 2009 partendo 
rispettivamente da una testa assicurata di età x = 60, 65, 70, 75. I tassi annui di 
sopravvivenza sono calcolati attraverso il modello Lee-Carter applicato alla fascia di età      
60-104. Ad esempio nella tabella 17, che assume una testa assicurata di età x = 60, 
l’index nel 1970 sarà ࢏1970 = 0,9992613, nel 1971 ࢏1971 = 0,9991142, nel 1972                             
࢏1972 = 0,9996464…ecc.. 
 
 
 
 
0 10 20 30 40
1.
00
1.
01
1.
02
1.
03
1.
04
1.
05
1.
06
Time
i6
0
0 10 20 30 40
1.
00
1.
05
1.
10
1.
15
Time
i6
5
0 5 10 15 20 25 30 35
1.
00
1.
05
1.
10
1.
15
1.
20
1.
25
Time
i7
0
0 5 10 15 20 25 30
1.
0
1.
1
1.
2
1.
3
1.
4
Time
i7
5
51 
 
Tab. 17. Longevity index dal 1970-2009 considerando una testa assicurata di età x = 60, le stime dei tassi annui sono ricavate 
attraverso il modello LC applicato alla fascia di età 60-104. (es. ݅ଵଽ଻଴݅ଵଽ଻ଵ݅ଵଽ଻଻, …). 
 
[1]0.9992613      0.9991142   0.9996464   1.0003129   0.9999114   1.0007356   1.0004723   0.9997139                             
[9]0.9993319      0.9968124   0.9963968   0.9949709   0.9900602   0.9901010   0.9826704   0.9801462 
[17] 0.9713123   0.9643221   0.9556571   0.9474891   0.9402824   0.9334777   0.9194012   0.9101563                
[25]0.9024777    0.8887270   0.8743298   0.8633603   0.8541001   0.8403857   0.8183220   0.8109518 
[33]0.7935626     0.7922243    0.7519398   0.7516800   0.7118113   0.7070105   0.6658432   0.6347089 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 18. Longevity index dal 1970-2009 considerando una testa assicurata di età x = 65, le stime dei tassi annui sono ricavate 
attraverso il modello LC applicato alla fascia di età 60-104. (es. ݅ଵଽ଻଴݅ଵଽ଻ଵ݅ଵଽ଻଻, …). 
 
[1]1.0003718       1.0002216   1.0004220   1.0012123   0.9999614   1.0003279   0.9998062   0.9960890        
[9]0.9932218       0.9899822   0.9874973   0.9824299   0.9751972   0.9746144   0.9612751   0.9575802 
[17]0.9484982     0.9363192   0.9293305   0.9124927   0.9072673   0.8951811   0.8795546   0.8662247   
[25]0.8513033     0.8400484   0.8237811   0.8184187   0.8086641   0.7966376   0.7639840   0.7418657 
[33]0.7278334      0.7123625   0.6360425   0.6256934   0.6074562   0.4957805   0.5060434    NaN 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 19. Longevity index dal 1970-2009 considerando una testa assicurata di età x = 70, le stime dei tassi annui sono ricavate 
attraverso il modello LC applicato alla fascia di età 60-104. (es. ݅ଵଽ଻଴݅ଵଽ଻ଵ݅ଵଽ଻଻, …). 
 
[1]1.0001663       0.9975676   0.9969326   0.9959437   0.9913784   0.9932308   0.9878912   0.9842203                             
[9]0.9781784       0.9724522   0.9700301   0.9621355   0.9525394   0.9477762   0.9305699   0.9250299 
[17]0.9093614     0.8964033   0.8865814   0.8640899   0.8559258   0.8419019   0.8272716   0.8186405                             
[25]0.7914085     0.7884776   0.7486296   0.7719557   0.7781323   0.6808916   0.6318823   0.6281277 
[33]0.5633714      0.5801000    NaN                                                                                                                                          
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
Tab. 20. Longevity index dal 1970-2009 considerando una testa assicurata di età x = 60, le stime dei tassi annui sono ricavate 
attraverso il modello LC applicato alla fascia di età 60-104. (es. ݅ଵଽ଻଴݅ଵଽ଻ଵ݅ଵଽ଻଻, …). 
 
[1]0.9922313       0.9879099   0.9836319   0.9818133   0.9725474   0.9772825   0.9687639   0.9609520                             
[9]0.9529197       0.9448244   0.9385915   0.9304852   0.9111807   0.9168893   0.8812209   0.8750274 
[17]0.8792865     0.8379646   0.8314963   0.8132994   0.7926358   0.7894719   0.7274001   0.7186290                             
[33]0.6865261      0.9039868   0.7456814   0.5518484   0.5074781    NaN 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
La figura 15 visualizza graficamente l’andamento del longevity index rispetto al 
tempo. I tassi annui sono stimati attraverso il modello Lee-Carter applicato alla fascia di 
età 0-104.  Il grafico riporta l’indice considerando rispettivamente l’età di partenza della 
testa assicurata x = 60, 65, 70, 75.   
Analizzando il grafico si rivela, come dalla studio precedente effettuato confrontando 
i tassi annui di sopravvivenza stimati ed effettivi dal 1970 al 2009 (Figura 13), che 
l’intervallo critico, in cui si segnalano importanti variazioni a cui potrebbero essere 
esposti i valori dell’indice, risulta essere ancora dal decennio successivo alla ipotetica 
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data di stipula del contratto, fino all’età estrema considerata di 104 anni.   
 Il grafico, inoltre, rileva che l’indice dopo dieci anni decresce rispetto al tempo ed 
assume sempre valori minori di uno. 
 
Figura 15. Andamento del longevity index dal 1970 al 2009, partendo da una testa assicurata x = 60, 65, 70, 75, utilizzando un 
modello LC con x = 60,61,…104 (gli indici per le diverse età sono posizionati rispettivamente in senso orario). 
   
  
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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3.4  Conclusioni 
Nel presente capitolo è stato possibile ricostruire attraverso le proiezioni dei tassi 
annui di sopravvivenza dal 1970 al 2009 della popolazione maschile italiana, ricavati 
mediante il modello Lee-Carter applicato a differenti fasce di età 0-104 e 60-104, e i 
corrispondenti tassi annui di sopravvivenza effettivi ricavati dalla banca dati dello 
HumanMortalityDatabase, il longevity index  
 
࢏1970ା௞ ൌ
݌௫ା௞௥௘௙  ሺ1970 ൅  ݇ሻ
݌௫ା௞௢௕௦  ሺ1970 ൅  ݇ሻ
   
 
applicato nel nostro caso alle età x = 60, 65, 70, 75, con k = 0, 1, …, 104. 
Tenendo presente che il nostro tempo di riferimento è coincidente con l’anno 1970 e 
che nel contratto è specificato un pagamento annuale di 1, il beneficiario riceverà un 
flusso di pagamenti  i1970,  i1971,  i1972,… fino a quando sopravviverà. 
Considerando che i valori dell’indice minori 1 corrispondono ad una riduzione della 
rata annuale che un assicuratore dovrà versare al beneficiario, mentre i valori maggiori 
di 1 corrispondono ad una maggiorazione proporzionale della stessa, sembra 
ragionevole concludere che l’indice costruito attraverso il modello LC 0-104 
risulterebbe essere preferibile per l’assicurato, mentre il modello LC 60-104 per 
l’assicuratore.  
Inoltre, si evince dai risultati ottenuti che anche piccole variazioni del modello di 
proiezione della mortalità utilizzato possono creare instabilità nell’indice, pertanto la 
scelta del modello (rischio di modello) con cui attuare le previsioni di mortalità deve 
essere effettuata con molta accuratezza. 
L’analisi è stata svolta senza considerare l’applicazione dei caps e floors all’indice di 
longevità, tale studio sarà approfondito nel capitolo seguente. 
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 Capitolo 4 
 
 
Longevity indexed life annuities: applicazione alle statistiche di 
mortalità della popolazione maschile italiana 
 
4.1 Premessa 
 
In questo capitolo verrà considerato un contratto base di una longevity-indexed life 
annuity che prevede il pagamento periodico di un’unità monetaria a patto che 
l’assicurato sia in vita. Saranno determinati i premi unici puri, pagati in un’unica 
soluzione alla stipulazione del contratto, della rendita vitalizia immediata posticipata 
indicizzata sulla longevità per le teste assicurate x = 60, 65, 70, 75. Il premio unico puro 
è dato da  
 
ࢁ ൌ ෍ ܫ௧ା௞ሺ݅௠௜௡ൌ0.8, ݅௠௔௫ൌ1.2ሻ
104
௞ୀ1
ܽ௫ 
 
il valore attuale atteso della prestazione che l’assicurato percepirà nei tempi e nei modi 
previsti dalla tipologia contrattuale, ossia il valore, valutato all’epoca della stipulazione 
del contratto, degli eventuali esborsi futuri a carico dell’assicuratore, “pesati” con le 
rispettive probabilità.  
Le basi demografiche applicate, cioè la tavole di sopravvivenza impiegate per il 
calcolo dei premi, sono una LC 1970 (0-104) e una LC 1970 (60-104) proiettate nel 
secondo capitolo, mentre, la base finanziaria utilizzata, ossia i tassi di interesse annui 
(detti tassi tecnici, o anche tassi di preconto) che la compagnia impiega per valutare le 
prestazioni future e calcolare il premio, sono i rendimenti medi ponderati annuali dei 
Bot a dodici mesi10 dal 1970 al 2009. 
L’indice di longevità per le varie età, calcolato nel terzo capitolo, sarà utilizzato per 
il calcolo della rendita (le stime delle probabilità annuali sono proiettate attraverso l’uso 
del modello Lee-Carter applicato all’età 0-104 e alle fasce di età 60-104).  
                                                            
10  http://www.dt.tesoro.it/it/debito_pubblico/_link_rapidi/archivio_dati_storici.html 
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Successivamente sarà valutata la riserva matematica prospettiva della tipologia 
contrattuale esaminata 
 
௧ܸ
ሺ௉ሻ ൌ Prestሾ ݐ , ݓ െ ݔሿ െ  Premiሾ ݐ , ݓ െ ݔሿ      con t = 0, 1, …, w - x 
 
cioè il valore delle prestazioni residue in t meno il valore dei premi puri residui in t, e 
data l’equazione di Fouret11 per una generica polizza 
 
௫ܸ௧ ൅ ௧ܲ െ ܥ௧௏஺ ൌ ௫ܸ௧ାଵ  ݌௫ା௧ ݒ ൅ ܥ௧ାଵெ  ݍ௫ା௧ ݒ ൅ ܥ௧ାଵ௏௉  ݌௫ା௧ ݒ 
 
(dove ܥ௧௏஺ è la prestazione caso vita anticipata; ܥ௧ାଵெ  è la prestazione caso morte 
(posticipata); ܥ௧ାଵ௏௉  è la prestazione caso vita posticipata) quest’ultima sarà estesa al caso 
specifico delle rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità. 
Il concetto sottostante le rendite vitalizie indicizzate sulla longevità è essenzialmente 
una compartecipazione vantaggiosa: l’assicuratore assorbe rischio e beneficio dai tassi 
d’interesse e il rischio di mortalità idiosincratico (specifico), e i beneficiari condividono 
con l’assicuratore il rischio di longevità sistematico aggregato. Se agli annuitants fosse 
attribuito tutto il rischio sistematico, nel caso di esperienze avverse i pagamenti della 
rendita vitalizia potrebbero diventare arbitrariamente bassi con il trascorrere del tempo.  
Pertanto, verrà limitato l’impatto dell’indice sui pagamenti della rendita vitalizia 
consentendo al massimo una variazione del 20%. Dunque, soltanto una parte dell’indice 
influirà sul pagamento della rendita. Tale variazione percentuale è stata scelta poiché  
Denuit, Haberman e Renshaw (2011), sulla base dei loro studi12, hanno evidenziato che 
un buon compromesso della variazione dei pagamenti è ݅௠௜௡ ൌ 80%, ݅௠௔௫ ൌ 120%, i 
quali compensano quasi tutti dal rischio di longevità (se si applica il modello Lee-
Carter): diminuisce notevolmente il rischio a carico dell’assicuratore e il contratto può 
essere considerato accettabile dal punto di visto del contraente.   
4.2 Analisi della rendita vitalizia indicizzata sulla longevità 
 
                                                            
11  PITACCO E.. 2002.  Elementi di matematica delle assicurazioni. Lint Editoriale. 
12  DENUIT,M., S. HABERMAN, A. RENSHAW. 2011. North American Actuarial Journal, Volume 15, 
Number 1: 97-111 
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4.2.1 Premio unico puro 
 
Nelle tabelle 20 e 21 vengono illustrati i premi unici puri pagati dall’assicurato in 
un’unica soluzione alla stipulazione del contratto per una longevity-indexed life annuity 
 
ࢁ ൌ α௫൫1970, ݅௠௜௡ൌ0.8, ݅௠௔௫ൌ1.2 ห࢑൯ ൌ
ൌ ܧ ቎ ෍ ࡵ1970ା௞ሺ݅௠௜௡ൌ0.8, ݅௠௔௫ൌ1.2ሻݒሺ0, ݇ሻ
ہ104ۂ
௞ୀଵ
| ࢑቏ ൌ 
ൌ ෍ ࡵ1970ା௞ሺ݅௠௜௡ൌ 0.8, ݅௠௔௫ൌ 1.2ሻ P60௞ ሺ1970ሻ
104-x
௞ୀଵ
ݒሺ0, ݇ሻ 
 
calcolati  per le teste assicurate di età x = 60, 65,70, 75. 
In particolare nella tabella 20 sono riportati i premi unici puri calcolati utilizzando: 
come base demografica una LC 1970 (0-104) proiettata e l’indice di longevità per le 
varie età calcolato con la medesima tavola di sopravvivenza.  
 
     Tab. 20. Premio unico puro rendita vitalizia immediata posticipata per le teste assicurate x = 60, 65, 70,75.(mod. LC 0-104).  
 
AGE 
 
60 
 
65 
 
70 
 
75 
 
6,1920063 
 
5,521081 
 
4,851743 
 
4,124772 
     Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
     Tab. 21. Premio unico puro rendita vitalizia immediata posticipata per le teste assicurate x = 60, 65, 70,75 (mod. LC 60-104). 
 
AGE 
 
60 
 
65 
 
70 
 
75 
 
6,0319076 
 
5,3589788 
 
4,5890979 
 
3,7102975 
     Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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Nella tabella 21, invece, sono riportati i premi unici puri calcolati utilizzando: come 
base demografica una LC 1970 (60-104) proiettata, e l’indice di longevità per le varie 
età calcolato con la medesima tavola di sopravvivenza.  
In entrambi i casi la base finanziaria applicata sono i rendimenti medi ponderati 
annuali dei Bot a dodici mesi dal 1970 al 2009 e il longevity index è impostato con una 
variazione percentuale fissata al 20%. 
 
 
 
 
4.2.2 Riserva matematica 
 
La riserva matematica prospettiva (chiamata così perché tiene conto degli impegni futuri 
delle due parti) è calcolata sulla base dei premi e delle prestazioni future rispetto alla 
data di valutazione. Per convenzione, nel calcolo delle riserva matematica, si 
considerano già liquidate in t le eventuali prestazioni posticipate e non ancora liquidati 
l’eventuale premio in scadenza (che è anticipato) e le eventuali prestazione anticipate. 
La riserva matematica completa (detta anche riserva di bilancio),  è invece calcolato “dopo 
tutto”, considerando cioè liquidati tutti i premi e le prestazioni dovute in t. 
La riserva matematica è definita come la differenza fra la riserva prestazioni e la 
riserva premi (puri).  
La riserva prestazioni può essere ulteriormente composta nella somma della riserva 
prestazioni caso vita con la riserva prestazioni caso morte. 
Si osservi che, per costruzione, alla data di stipula la riserva matematica risulta nulla, 
mentre la riserva di bilancio coincide con il premio puro (il premio unico o il primo 
premio annuo) versato dall’assicurato.13 
Nella polizza di rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità a  
premio unico, con rata della rendita assicurata R = 1* ܫ௧ା௞ (con k = 1,2,…,w-x) ed età 
dell’assicurato alla stipula x = 60, 65, 70, 75, si ha 
 
                                                            
13  http://www.econ-pol.unisi.it/didattica/imaav/ris_v2.pdf 
58 
 
௫ܸ ൌ 0                 ௧ ௫ܸା௧ ൌ ࢁ ൌ ෍ ܫ௧ା௞ሺ݅௠௜௡ൌ0.8, ݅௠௔௫ൌ1.2ሻ
104
௞ୀ1
ܽ௫ 
per t = 0, mentre durante il periodo di godimento della rendita risulta 
௫ܸ௧ ൌ ෍ ܫ௧ା௞
104‐x
௞ୀ1
ሺ݅௠௜௡=0.8, ݅௠௔௫=1.2ሻܽ௫ା௧
ൌ ෍ ࡵ௫ା௞ሺ݅௠௜௡= 0.8, ݅௠௔௫= 1.2ሻ P௫ା௧௞ ሺ1970ሻ
104‐x
௞ୀଵ
ݒሺ0, ݇ሻ 
per t = 1,2, …, w – x. Nelle figure 16-17 sono riportati gli andamenti delle riserve 
matematiche dei contratti longevity-indexed life annuities con età dell’assicurato alla 
stipula x = 60, 65, 70, 75 calcolate con le due basi demografiche utilizzate 
precedentemente per la valutazione dei premi. Nello specifico la figura 16 mostra il 
trend della riserva matematica della rendita vitalizia indicizzata sulla longevità per te 
teste assicurate x = 60, 65, 70, 75 visualizzate rispettivamente con i colori rosso, verde, 
blu e viola, con l’applicazione della tavola di sopravvivenza LC 1970 (0-104). 
 
Figura. 16. Riserva matematica della rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità per le teste assicurate di età 
x = 60, 65, 70, 75 (base demografica LC 1970 (0-104)). 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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La figura 17 invece mostra il trend della riserva matematica della rendita vitalizia 
indicizzata sulla longevità per te teste assicurate x = 60, 65, 70, 75 visualizzate 
rispettivamente con i colori rosso, verde, blu e viola, con l’applicazione in questo caso 
della tavola di sopravvivenza LC 1970 (60-104). 
 
Figura. 17. Riserva matematica della rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità per le teste assicurate di età 
x = 60, 65, 70, 75 (base demografica LC 1970 (60-104)). 
 
Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
La trattazione prosegue estendendo l’equazione di Fouret, che stabilisce una 
relazione ricorrente tra la riserva matematica in t e quella in t + 1, ad una generica 
rendita vitalizia immediata posticipata a premio unico. Si avrà che  
 
௧ܸ ൅ ௧ܲାଵ ൌ ܵ௧ାଵ ܧ௫ା௧ ൅ ௧ܸାଵ ܧ௫ା௧ଵଵ                con t = 0,1,…, w – x    
 
൝
ଵܲ ൌ ܷ                             
ଶܲ ൌ ଷܲ ൌ ସܲ ൌ ڮ ൌ 0
ଵܵ ൌ ܵଶ ൌ ܵଷ ൌ ڮ ൌ ܴ
 
 
si ricorda che ܧ௫ା௧ଵ ൌ ݌௫ା௧ݒଵ  e ݒ ൌ ሺ1 ൅ ݅ሻିଵ. 
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Questa relazione può essere usata per il calcolo ricorrente della riserva, a partire dalla 
condizione iniziale ௫ܸ ൌ 0 ௧ . 
Nel caso specifico di una longevity-indexed life annuity a premio unico invece si avrà 
 
௧ܸ ൅ ௧ܲାଵ ൌ ܫ௧ାଵሺ݅௠௜௡= 0.8, ݅௠௔௫= 1.2ሻ ܧ௫ା௧ ൅ ௧ܸାଵ ܧ௫ା௧ଵଵ  
 
൝
ଵܲ ൌ ܷ                                                         
ଶܲ ൌ ଷܲ ൌ ସܲ ൌ ڮ ൌ 0                            
ଵܵ ൌ ܵଶ ൌ ܵଷ ൌ ڮ ൌ ܴ ൌ 1 כ ܫ௧ାଵሺ ሻ
 
 
se la si scrive risolta rispetto ௧ܸାଵ a si ottiene 
 
௧ܸାଵ ൌ ሺ ௧ܸ ൅ ௧ܲାଵሻ
1
ܧ௫ା௧ଵ
െ ܫ௧ାଵሺ݅௠௜௡= 0.8, ݅௠௔௫= 1.2ሻ 
 
relazione utile per il calcolo ricorrente della riserva matematica. 
Dall’equazione di Fouret estesa ad una rendita vitalizia immediata posticipata 
indicizzata sulla longevità  
 
௧ܸ ൅ ௧ܲାଵ ൌ ܫ௧ାଵሺ݅௠௜௡= 0.8, ݅௠௔௫= 1.2ሻ ܧ௫ା௧ ൅ ௧ܸାଵ ܧ௫ା௧ଵଵ  
 
si ricava con semplici passaggi e sostituendo ݌௫ା௧ ൌ 1 െ ݍ௫ା௧ଵଵ  : 
 
௧ܸ ൅ ௧ܲାଵ ൌ ܫ௧ାଵሺ݅௠௜௡= 0.8, ݅௠௔௫= 1.2ሻ ݌௫ା௧ଵ ݒ ൅ ௧ܸାଵ ݌௫ା௧ݒଵ  
 
௧ܸ ൅ ௧ܲାଵ ൌ ܫ௧ାଵሺ݅௠௜௡= 0.8, ݅௠௔௫= 1.2ሻ൫1 െ ݍ௫ା௧ଵ ൯ݒ ൅ ௧ܸାଵ൫1 െ ݍ௫ା௧ଵ ൯ݒ 
 
௧ܸ ൅ ௧ܲାଵ ൌ ܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻݒ െ ܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ ݍ௫ା௧ଵ ݒ ൅ ௧ܸାଵݒ െ ௧ܸାଵ ݍ௫ା௧ଵ ݒ 
 
௧ܸ ൅ ௧ܲାଵሺ1 ൅ ݅ሻ ൌ ܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ െ ܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ ݍ௫ା௧ଵ ൅ ௧ܸାଵ െ ௧ܸାଵ ݍ௫ା௧ଵ  
 
௧ܸ ൅ ௧ܲାଵሺ1 ൅ ݅ሻ ൌ ሺെܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ െ ௧ܸାଵሻ ݍ௫ା௧ଵ ൅ ௧ܸାଵ ൅ ܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ 
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nota come equazione di Kanner. L’importo െܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ െ ௧ܸାଵ è il capitale sotto 
rischio, che nel caso in esame coincide con l’importo che l’assicuratore dovrà 
aggiungere alla riserva matematica all’epoca t + 1 in caso di decesso dell’assicurato. 
Dall’ equazione di Kanner si evince che l’importo ௧ܸ ൅ ௧ܲାଵ capitalizzato per un anno 
finanzia l’impegno aleatorio di integrare la riserva e gli impegni certi di costituire la 
riserva a fine anno ed il pagamento della rata ܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ. 
Risolvendo l’equazione di Kanner rispetto al premio ௧ܲାଵ si trova inoltre che  
 
௧ܲାଵ ൌ ሾሺെܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ െ ௧ܸାଵሻ ݒ ݍ௫ା௧ሿ ൅ ሾሺܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ ൅ ௧ܸାଵሻ ݒ െ ௧ܸሿ 
 
da cui si evince che il premio annuo risulta scomposto in due addendi: 
- il primo addendo ௧ܲାଵ
ሺோሻ ൌ ሾሺെܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ െ ௧ܸାଵሻ ݒ ݍ௫ା௧ሿ è il premio di 
rischio che serve per finanziare il capitale sotto rischio; 
- il secondo addendo ௧ܲାଵ
ሺௌሻ ൌ ሾሺܫ௧ାଵሺ 0.8, 1.2ሻ ൅ ௧ܸାଵሻ ݒ െ ௧ܸሿ è il premio di 
risparmio che serve per alimentare la formazione della riserva matematica. 
Il primo addendo riflette l’aspetto probabilistico della gestione di un contratto 
assicurativo, il secondo invece l’aspetto puramente finanziario. 
Nelle tabelle seguenti sono riportate i valori:  
- della riserva matematica 
- del capitale sotto rischio 
- del premio di rischio 
- del premio di risparmio  
 calcolati con l’applicazione dell’equazione di Kanner estesa al caso specifico della 
rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità a premio unico per le 
teste assicurate x =60, 65, 70, 75. 
Nelle tabelle 22-25 la base demografica utilizzata è la tavola di sopravvivenza proiettata 
LC 1970 (0-104), mentre nelle tabelle 26-29 un LC 1970 (60-104).  
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Tab. 22. Rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità con x = 60(base demografica LC 1970 (0-104)). 
t Vt - I60t+1 - Vt+1 q60+t ࡼሺࡾሻt+1 ࡼሺࡿሻt+1 Pt+1 
0 - -6,945865 0,018710536 -0,1231857 6,0688206 6,1920063 
1 5,9464605 -6,741185 0,020444031 -0,1306322 0,1306322 0 
2 5,7421287 -6,589707 0,022285497 -0,1378919 0,1378919 0 
3 5,5902648 -6,495467 0,024243294 -0,1379877 0,1379877 0 
4 5,4954121 -6,397101 0,263358217 -0,1516408 0,1516408 0 
5 5,3973739 -6,327239 0,028591843 -0,1556461 0,1556461 0 
6 5,2416306 -6,1503 0,031047893 -0,168187 0,168187 0 
7 5,1494761 -6,083546 0,03374362 -0,1853142 0,1853142 0 
8 5,0821891 -6,047564 0,036716685 -0,1985314 0,1985314 0 
9 5,0474689 -6,026265 0,039999131 -0,2093624 0,2093624 0 
10 5,0248621 -5,973367 0,04366168 -0,2186014 0,2186014 0 
11 4,9710754 -5,8815 0,04759252 -0,238037 0,238037 0 
12 4,881101 -5,750139 0,051952556 -0,2589483 0,2589483 0 
13 4,7457719 -5,579947 0,056734471 -0,2824756 0,2824756 0 
14 4,578278 -5,402365 0,061993663 -0,3091896 0,3091896 0 
15 4,3975042 -5,225073 0,067805818 -0,3321351 0,3321351 0 
16 4,2227062 -5,06863 0,074263488 -0,3552757 0,3552757 0 
17 4,0662578 -4,926051 0,081466618 -0,3739578 0,3739578 0 
18 3,9249891 -4,79121 0,089508513 -0,394739 0,394739 0 
19 3,7906536 -4,660814 0,098460237 -0,4208239 0,4208239 0 
20 3,6594894 -4,532316 0,108357337 -0,4504401 0,4504401 0 
21 3,5294302 -4,383203 0,119193027 -0,4751697 0,4751697 0 
22 3,3860484 -4,238998 0,130921006 -0,5185266 0,5185266 0 
23 3,2415269 -4,098762 0,143468669 -0,5552483 0,5552483 0 
24 3,0980546 -3,935531 0,156758059 -0,5792067 0,5792067 0 
25 2,936939 -3,763211 0,170728624 -0,6202416 0,6202416 0 
26 2,7661274 -3,589203 0,18535445 -0,6562497 0,6562497 0 
27 2,5885015 -3,418628 0,200649997 -0,6896233 0,6896233 0 
28 2,411336 -3,259509 0,216660943 -0,7184859 0,7184859 0 
29 2,2503236 -3,099754 0,233450533 -0,7270533 0,7270533 0 
30 2,0987157 -2,952074 0,251063297 -0,7479427 0,7479427 0 
31 1,9411027 -2,795537 0,269514197 -0,7696128 0,7696128 0 
32 1,7865271 -2,650513 0,28877012 -0,7897354 0,7897354 0 
33 1,6213946 -2,485681 0,308752495 -0,8010497 0,8010497 0 
34 1,4847266 -2,35972 0,329353467 -0,8009664 0,8009664 0 
35 1,3295437 -2,185572 0,350462756 -0,800626 0,800626 0 
36 1,1747195 -1,987345 0,371997354 -0,7811557 0,7811557 0 
37 0,9385572 -1,627108 0,393924743 -0,7544953 0,7544953 0 
38 0,5856858 -1,05758 0,416271559 -0,6696183 0,6696183 0 
39 0 0 0,439113375 -0,4585284 0,4585284 0 
40 0 0 1 0 0 0 
            Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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Tab. 23. Rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità con x = 65(base demografica LC 1970 (0-104)). 
t Vt - I65t+1 - Vt+1 qx65+t ࡼሺࡾሻt+1 ࡼሺࡿሻt+1 Pt+1 
0 - -6,252147 0,028591843 -0,1694411 5,6905221 5,521081
1 5,2522718 -6,020354 0,031047893 -0,1771747 0,1771747 0
2 5,0203387 -5,838134 0,03374362 -0,1849763 0,1849763 0
3 4,837442 -5,71103 0,036716685 -0,1837452 0,1837452 0
4 4,7088308 -5,577855 0,039999131 -0,2008185 0,2008185 0
5 4,5758791 -5,472789 0,04366168 -0,2053734 0,2053734 0
6 4,4690001 -5,352243 0,04759252 -0,2210402 0,2210402 0
7 4,3469962 -5,222481 0,051952556 -0,2422727 0,2422727 0
8 4,2143318 -5,119671 0,056734471 -0,2581653 0,2581653 0
9 4,1150031 -5,049876 0,061993663 -0,2709541 0,2709541 0
10 4,0442412 -4,996697 0,067805818 -0,2817741 0,2817741 0
11 3,9885008 -4,916019 0,074263488 -0,3056859 0,3056859 0
12 3,9071511 -4,802552 0,081466618 -0,3315658 0,3315658 0
13 3,7946459 -4,654394 0,089508513 -0,3607307 0,3607307 0
14 3,6401013 -4,469117 0,098460237 -0,3933056 0,3933056 0
15 3,4613955 -4,284646 0,108357337 -0,4209564 0,4209564 0
16 3,2731251 -4,103676 0,119193027 -0,4478389 0,4478389 0
17 3,2731251 -3,946722 0,130921006 -0,4679485 0,4679485 0
18 3,0936734 -3,814017 0,143468669 -0,4898764 0,4898764 0
19 2,9410351 -3,691338 0,156758059 -0,5161882 0,5161882 0
20 2,8062723 -3,588053 0,170728624 -0,5463641 0,5463641 0
21 2,6911761 -3,487651 0,18535445 -0,568609 0,568609 0
22 2,5814681 -3,374101 0,200649997 -0,6117406 0,6117406 0
23 2,4808536 -3,266725 0,216660943 -0,6461933 0,6461933 0
24 2,3699609 -3,168307 0,233450533 -0,6667654 0,6667654 0
25 2,2618288 -3,058305 0,251063297 -0,7087864 0,7087864 0
26 2,1640542 -2,937802 0,269514197 -0,7449236 0,7449236 0
27 2,0501503 -2,820696 0,28877012 -0,7799797 0,7799797 0
28 1,9315902 -2,700049 0,308752495 -0,8086592 0,8086592 0
29 1,8024512 -2,591299 0,329353467 -0,8154531 0,8154531 0
30 1,6735994 -2,475948 0,350462756 -0,8339524 0,8339524 0
31 1,5567523 -2,384002 0,371997354 -0,8578473 0,8578473 0
32 1,4564451 -2,297953 0,393924743 -0,8855613 0,8855613 0
33 1,3605896 -2,198455 0,416271559 -0,8958049 0,8958049 0
34 1,252176 -2,058411 0,439113375 -0,8843321 0,8843321 0
35 1,1230308 -2,000324 0,462545945 -0,8961181 0,8961181 0
36 1,0397299 -1,868196 0,486642436 -0,8735046 0,8735046 0
37 0,9258629 -1,549848 0,511419301 -0,7638996 0,7638996 0
38 0,7362598 -1,163693 0,536860878 -0,6176387 0,6176387 0
39 0,5328245 0 1 0 0 0
40 0 0 0 0 0 0
              Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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          Tab. 24. Rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità con x = 70(base demografica LC 1970 (0-104)). 
t Vt - I70t+1 - Vt+1 q70+t ࡼሺࡾሻt+1 ࡼሺࡿሻt+1 Pt+1 
0 - -5,566199 0,028591843 -0,230123 5,081866 4,851743 
1 4,5641915 -5,312531 0,031047893 -0,2396557 0,2396557 0 
2 4,3115133 -5,107158 0,03374362 -0,2491361 0,2491361 0 
3 4,104588 -4,954865 0,036716685 -0,2463299 0,2463299 0 
4 3,9504248 -4,795583 0,039999131 -0,2675929 0,2675929 0 
5 3,7921539 -4,665393 0,04366168 -0,272168 0,272168 0 
6 3,6557321 -4,515179 0,04759252 -0,2909692 0,2909692 0 
7 3,5058982 -4,35769 0,051952556 -0,3169982 0,3169982 0 
8 3,3465102 -4,224905 0,056734471 -0,3361168 0,3361168 0 
9 3,2138079 -4,129808 0,061993663 -0,3519317 0,3519317 0 
10 3,118122 -4,059991 0,067805818 -0,3658764 0,3658764 0 
11 3,0439377 -3,971015 0,074263488 -0,3963136 0,3963136 0 
12 2,9559331 -3,861291 0,081466618 -0,4284102 0,4284102 0 
13 2,8484628 -3,726794 0,089508513 -0,462965 0,462965 0 
14 2,7102944 -3,562746 0,098460237 -0,4991858 0,4991858 0 
15 2,5549444 -3,403166 0,108357337 -0,5268091 0,5268091 0 
16 2,3902602 -3,243671 0,119193027 -0,550475 0,550475 0 
17 2,2355121 -3,109329 0,130921006 -0,5650125 0,5650125 0 
18 2,1018811 -2,993728 0,143468669 -0,5806869 0,5806869 0 
19 1,9826023 -2,88487 0,156758059 -0,6007801 0,6007801 0 
20 1,8841289 -2,799831 0,170728624 -0,6269487 0,6269487 0 
21 1,7927035 -2,721621 0,18535445 -0,6451892 0,6451892 0 
22 1,714694 -2,636661 0,200649997 -0,6879813 0,6879813 0 
23 1,6301587 -2,561625 0,216660943 -0,7220926 0,7220926 0 
24 1,5469038 -2,493529 0,233450533 -0,7403338 0,7403338 0 
25 1,4914925 -2,441401 0,251063297 -0,7898275 0,7898275 0 
26 1,4175073 -2,368495 0,269514197 -0,8289338 0,8289338 0 
27 1,3659011 -2,342972 0,28877012 -0,8838022 0,8838022 0 
28 1,2693233 -2,252237 0,308752495 -0,9094407 0,9094407 0 
29 1,1191727 -2,076683 0,329353467 -0,8712968 0,8712968 0 
30 1,0292577 -1.981.937 0,350462756 -0,881054 0,881054 0 
31 0,9448511 -1.893.719 0,371997354 -0,8914337 0,8914337 0 
32 0,7814891 -1.634.698 0,393924743 -0,8178597 0,8178597 0 
33 0,5440162 -1,2 0,416271559 -0,6306118 0,6306118 0 
34 0 0 0,439113375 0 0 0 
35 0 0 1 0 0 0 
              Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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        Tab. 25. Rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità con x = 75 (base demografica LC 1970 (0-104)). 
t Vt - I75t+1 - Vt+1 qx75+t ࡼሺࡾሻt+1 ࡼሺࡿሻt+1 Pt+1 
0 - -4,834352 0,04366168 -0,3107083 4,4354803 4,124772
1 3,8302641 -4,569527 0,04759252 -0,3216578 0,3216578 0
2 3,5656296 -4,349426 0,051952556 -0,332707 0,332707 0
3 3,345138 -4,183531 0,056734471 -0,3281297 0,3281297 0
4 3,1758775 -4,010598 0,061993663 -0,3554315 0,3554315 0
5 3,0068572 -3,872974 0,067805818 -0,3610644 0,3610644 0
6 2,8583156 -3,713227 0,074263488 -0,38406 0,38406 0
7 2,700972 -3,549297 0,081466618 -0,4149277 0,4149277 0
8 2,5382088 -3,413844 0,089508513 -0,4353211 0,4353211 0
9 2,4034495 -3,3195513 0,098460237 -0,4503725 0,4503725 0
10 2,3089497 -3,257579 0,108357337 -0,4625432 0,4625432 0
11 2,2437267 -3,186878 0,119193027 -0,4946011 0,4946011 0
12 2,1705524 -3,099282 0,130921006 -0,5270093 0,5270093 0
13 2,0917432 -3,001799 0,143468669 -0,563145 0,563145 0
14 1,9744197 -2,856192 0,156758059 -0,5959773 0,5959773 0
15 1,8548817 -2,731841 0,170728624 -0,6218742 0,6218742 0
16 1,7230473 -2,607389 0,18535445 -0,6434063 0,6434063 0
17 1,5783553 -2,468776 0,200649997 -0,6456337 0,6456337 0
18 1,4724825 -2,382013 0,216660943 -0,6584177 0,6584177 0
19 1,3762235 -2,29683 0,233450533 -0,6748161 0,6748161 0
20 1,2935094 -2,226787 0,251063297 -0,6960452 0,6960452 0
21 1,2258362 -2,178735 0,269514197 -0,7128891 0,7128891 0
22 1,1530097 -2,089941 0,28877012 -0,7439047 0,7439047 0
23 1,1113686 -2,078649 0,308752495 -0,7899958 0,7899958 0
24 1,0701131 -2,077631 0,329353467 -0,8224244 0,8224244 0
25 1,0641153 -2,119565 0,350462756 -0,9050088 0,9050088 0
26 0,9195647 -1,888801 0,371997354 -0,8647762 0,8647762 0
27 0,6888009 -1,466289 0,393924743 -0,7180775 0,7180775 0
28 0,4588998 -1,021464 0,416271559 -0,5319468 0,5319468 0
29 0 0 0,439113375 0 0 0
30 0 0 1 0 0 0
              Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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         Tab. 26. Rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità con x = 60(base demografica LC 1970 (60-104)). 
t Vt - I60t+1 - Vt+1 qx60+t ࡼሺࡾሻt+1 ࡼሺࡿሻt+1 Pt+1 
0 - -6,771846 0,01885155 -0,1210045 6,1529121 6,0319076 
1 5,772585 -6,549607 0,0203023 -0,1260399 0,1260399 0 
2 5,5504932 -6,376542 0,02192786 -0,1312901 0,1312901 0 
3 5,3768958 -6,256655 0,02375254 -0,1302239 0,1302239 0 
4 5,2563418 -6,128532 0,02580255 -0,1423328 0,1423328 0 
5 5,1286209 -6,024767 0,02810962 -0,1457058 0,1457058 0 
6 5,024031 -5,901989 0,03071501 -0,1573062 0,1573062 0 
7 4,9015169 -5,767384 0,03367238 -0,1734097 0,1734097 0 
8 4,7676698 -5,654119 0,03704852 -0,186185 0,186185 0 
9 4,6547871 -5,567778 0,04092123 -0,1971961 0,1971961 0 
10 4,5709652 -5,493117 0,04537445 -0,2072914 0,2072914 0 
11 4,4967199 -5,385367 0,05049116 -0,227676 0,227676 0 
12 4,3903959 -5,238859 0,05634547 -0,2501576 0,2501576 0 
13 4,2487989 -5,054801 0,06299554 -0,2757208 0,2757208 0 
14 4,0647 -4,835238 0,07047919 -0,3045975 0,3045975 0 
15 3,8525676 -4,6121 0,07881386 -0,3295833 0,3295833 0 
16 3,6319541 -4,393424 0,08800133 -0,3539894 0,3539894 0 
17 3,4221122 -4,199561 0,0980362 -0,3728573 0,3728573 0 
18 3,2352388 -4,02388 0,10891536 -0,3923566 0,3923566 0 
19 3,0682231 -3,860343 0,12064508 -0,4154606 0,4154606 0 
20 2,9128537 -3,705394 0,13324294 -0,4403475 0,4403475 0 
21 2,7651118 -3,556287 0,1467335 -0,4589906 0,4589906 0 
22 2,6228092 -3,391454 0,1611389 -0,4938061 0,4938061 0 
23 2,4720527 -3,234229 0,17646756 -0,5210778 0,5210778 0 
24 2,3240726 -3,084427 0,1927049 -0,5358191 0,5358191 0 
25 2,1819489 -2,918371 0,20980992 -0,5652204 0,5652204 0 
26 2,0296443 -2,665777 0,22771961 -0,5711259 0,5711259 0 
27 1,7914472 -2,513385 0,24636093 -0,5929329 0,5929329 0 
28 1,6500247 -2,367515 0,26566761 -0,6101193 0,6101193 0 
29 1,5134145 -2,237738 0,28559718 -0,610636 0,610636 0 
30 1,3973523 -2,111269 0,30614358 -0,6211932 0,6211932 0 
31 1,2929472 -2,020524 0,32734173 -0,6397773 0,6397773 0 
32 1,2095721 -1,903078 0,34926287 -0,6502391 0,6502391 0 
33 1,1030779 -1,800535 0,37200209 -0,655641 0,655641 0 
34 1,0005352 -1,70182 0,39566124 -0,658785 0,658785 0 
35 0,9018199 -1,607423 0,42033142 -0,6543829 0,6543829 0 
36 0,807423 -1,507278 0,44607876 -0,6460075 0,6460075 0 
37 0,7072777 -1,37771 0,47293604 -0,6279577 0,6279577 0 
38 0,5777103 -1,171295 0,5009011 -0,5800324 0,5800324 0 
39 0,3712947 -0,8 0,52994096 -0,4185948 0,4185948 0 
40 0 0 1 0 0 0 
41 0 0 0 0 0 0 
              Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
 
67 
 
      Tab. 27. Rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità con x = 65 (base demografica LC 1970 (60-104)). 
t Vt - I65t+1 - Vt+1 qx65+t ࡼሺࡾሻt+1 ࡼሺࡿሻt+1 Pt+1 
0 - -6,063314 0,02810962 -0,1615521 5,5205309 5,3589788
1 5,0629417 -5,800565 0,03071501 -0,1688762 0,1688762 0
2 4,800343 -5,583633 0,03367238 -0,1765391 0,1765391 0
3 4,5832107 -5,417957 0,03704852 -0,1758914 0,1758914 0
4 4,4167443 -5,242496 0,04092123 -0,1930958 0,1930958 0
5 4,2425349 -5,091774 0,04537445 -0,1987752 0,1987752 0
6 4,0914463 -4,923047 0,05049116 -0,215698 0,215698 0
7 3,9232409 -4,743488 0,05634547 -0,2386589 0,2386589 0
8 3,7473995 -4,590265 0,06299554 -0,2570138 0,2570138 0
9 3,5970429 -4,471112 0,07047919 -0,272737 0,272737 0
10 3,4811299 -4,372009 0,07881386 -0,2865726 0,2865726 0
11 3,3845115 -4,251548 0,08800133 -0,313273 0,313273 0
12 3,2691183 -4,10549 0,0980362 -0,3410904 0,3410904 0
13 3,1302931 -3,931796 0,10891536 -0,3707966 0,3707966 0
14 2,9571815 -3,726566 0,12064508 -0,4018519 0,4018519 0
15 2,7652913 -3,524298 0,13324294 -0,4257756 0,4257756 0
16 2,5667182 -3,325643 0,1467335 -0,4467893 0,4467893 0
17 2,3771448 -3,148949 0,1611389 -0,4595347 0,4595347 0
18 2,2126296 -2,994438 0,17646756 -0,4730718 0,4730718 0
19 2,0651073 -2,849215 0,1927049 -0,4897928 0,4897928 0
20 1,9367225 -2,723069 0,20980992 -0,5095673 0,5095673 0
21 1,8158017 -2,60219 0,22771961 -0,5212154 0,5212154 0
22 1,7070094 -2,473442 0,24636093 -0,5506095 0,5506095 0
23 1,5938877 -2,354171 0,26566761 -0,5710099 0,5710099 0
24 1,4879467 -2,247746 0,28559718 -0,5786983 0,5786983 0
25 1,3964431 -2,137378 0,30614358 -0,6040289 0,6040289 0
26 1,2973295 -2,026108 0,32734173 -0,6239813 0,6239813 0
27 1,2023269 -1,915186 0,34926287 -0,6405279 0,6405279 0
28 1,0967671 -1,809043 0,37200209 -0,6527965 0,6527965 0
29 1,0003794 -1,721433 0,39566124 -0,6507782 0,6507782 0
30 0,9214333 -1,64406 0,42033142 -0,6641518 0,6641518 0
31 0,8440598 -1,567167 0,44607876 -0,6762237 0,6762237 0
32 0,7671673 -1,903078 0,47293604 -0,6889041 0,6889041 0
33 0,6889916 -1,800535 0,5009011 -0,6930399 0,6930399 0
34 0,6134717 -1,70182 0,52994096 -0,6949212 0,6949212 0
35 0,5402982 -1,607423 0,55999859 -0,6888511 0,6888511 0
36 0,4700724 -1,507278 0,59099864 -0,6770649 0,6770649 0
37 0,3923701 -1,37771 0,62285931 -0,6437908 0,6437908 0
38 0,2724691 -1,171295 0,65549688 -0,5184355 0,5184355 0
39 0 0 1 0 0 0
40 0 0 0 0 0 0
              Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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       Tab. 28. Rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità con x = 70(base demografica LC 1970 (60-104)). 
t Vt - I70t+1 - Vt+1 qx70+t ࡼሺࡾሻt+1 ࡼሺࡿሻt+1 Pt+1 
0 - -5,26608 0,04537445 -0,2264886 4,8155865 4,5890979 
1 4,2659133 -4,973537 0,05049116 -0,2380281 0,2380281 0 
2 3,9759698 -4,727828 0,05634547 -0,250133 0,250133 0 
3 3,7308952 -4,534764 0,06299554 -0,2503241 0,2503241 0 
4 3,5388204 -4,33585 0,07047919 -0,275056 0,275056 0 
5 3,3444715 -4,167774 0,07881386 -0,2826106 0,2826106 0 
6 3,1745431 -3,982754 0,08800133 -0,3041372 0,3041372 0 
7 2,9948632 -3,793039 0,0980362 -0,3320432 0,3320432 0 
8 2,80088187 -3,629324 0,10891536 -0,3513369 0,3513369 0 
9 2,6511453 -3,504481 0,12064508 -0,3659325 0,3659325 0 
10 2,5320287 -3,407494 0,13324294 -0,3775986 0,3775986 0 
11 2,4374641 -3,296427 0,1467335 -0,405004 0,405004 0 
12 2,334292 -3,169621 0,1611389 -0,4328383 0,4328383 0 
13 2,2170811 -3,022736 0,17646756 -0,461871 0,461871 0 
14 2,0749599 -2,849976 0,1927049 -0,4908869 0,4908869 0 
15 1,9194057 -2,682053 0,20980992 -0,5102196 0,5102196 0 
16 1,7570228 -2,51396 0,22771961 -0,5241511 0,5241511 0 
17 1,6045982 -2,368613 0,24636093 -0,5284675 0,5284675 0 
18 1,4722101 -2,240797 0,26566761 -0,5329519 0,5329519 0 
19 1,3542158 -2,119942 0,28559718 -0,5400977 0,5400977 0 
20 1,2558522 -2,021455 0,30614358 -0,5519582 0,5519582 0 
21 1,1655294 -1,930564 0,32734173 -0,5558573 0,5558573 0 
22 1,088662 -1,83605 0,34926287 -0,579438 0,579438 0 
23 1,0087783 -1,751512 0,37200209 -0,5948744 0,5948744 0 
24 0,932871 -1,677411 0,39566124 -0,5982929 0,5982929 0 
25 0,8774106 -1,615263 0,42033142 -0,6267384 0,6267384 0 
26 0,8152629 -1,548159 0,44607876 -0,6497325 0,6497325 0 
27 0,7481587 -1,476808 0,47293604 -0,6688077 0,6688077 0 
28 0,6768084 -1,404664 0,5009011 -0,6825082 0,6825082 0 
29 0,6046639 -1,721433 0,52994096 -0,6790175 0,6790175 0 
30 0,5410167 -1,64406 0,55999859 -0,6859239 0,6859239 0 
31 0,4744744 -1,567167 0,59099864 -0,6830111 0,6830111 0 
32 0,3947521 -1,903078 0,62285931 -0,6518485 0,6518485 0 
33 0,2697753 -1,800535 0,65549688 -0,51331 0,51331 0 
34 0 0 1 0 0 0 
35 0 0 0 0 0 0 
             Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
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 Tab. 29. Rendita vitalizia immediata posticipata indicizzata sulla longevità con x = 75(base demografica LC 1970 (60-104)). 
t Vt - I75t+1 - Vt+1 qx75+t ࡼሺࡾሻt+1 ࡼሺࡿሻt+1 Pt+1 
0 - -4,387955 0,07881386 -0,3278025 4,0381 3,7102975
1 3,7102975 -4,101382 0,08800133 -0,342111 0,342111 0
2 3,3957233 -3,860588 0,0980362 -0,3553778 0,3553778 0
3 3,113472 -3,675194 0,10891536 -0,3507581 0,3507581 0
4 2,8769561 -3,485119 0,12064508 -0,3784541 0,3784541 0
5 2,6933809 -3,330844 0,13324294 -0,381839 0,381839 0
6 2,5125715 -3,155924 0,1467335 -0,4018395 0,4018395 0
7 2,353562 -2,975705 0,1611389 -0,4281649 0,4281649 0
8 2,1871602 -2,819928 0,17646756 -0,4422948 0,4422948 0
9 2,0147533 -2,701216 0,1927049 -0,4505259 0,4505259 0
10 1,8670083 -2,613847 0,20980992 -0,4560971 0,4560971 0
11 1,77563919 -2,522203 0,22771961 -0,4809137 0,4809137 0
12 1,6752559 -2,420233 0,24636093 -0,5052974 0,5052974 0
13 1,5917183 -2,315532 0,26566761 -0,5326537 0,5326537 0
14 1,5090524 -2,171521 0,28559718 -0,5543262 0,5543262 0
15 1,3986425 -2,050716 0,30614358 -0,5692389 0,5692389 0
16 1,2902998 -1,927495 0,32734173 -0,5776869 0,5776869 0
17 1,1756888 -1,791079 0,34926287 -0,5665256 0,5665256 0
18 1,0482089 -1,698065 0,37200209 -0,5655181 0,5655181 0
19 0,9531148 -1,604886 0,39566124 -0,5664508 0,5664508 0
20 0,8665686 -1,530325 0,42033142 -0,5737099 0,5737099 0
21 0,791587 -1,477144 0,44607876 -0,5795782 0,5795782 0
22 0,7303247 -1,415173 0,47293604 -0,6047587 0,6047587 0
23 0,6771437 -1,349684 0,5009011 -0,6172357 0,6172357 0
24 0,6151733 -1,280487 0,52994096 -0,6117212 0,6117212 0
25 0,5496841 -1,363781 0,55999859 -0,7049897 0,7049897 0
26 0,4804867 -1,186717 0,59099864 -0,6598439 0,6598439 0
27 0,4597941 -1,067342 0,62285931 -0,5086793 0,5086793 0
28 0,386717 -0,8 0,65549688 0 0 0
29 0 0 1 0 0 0
30 0 0 0 0 0
            Fonte: ns. elaborazione su indagine diretta. 
 
 
 
 
70 
 
 
 
4.3  Conclusioni 
 
I premi unici puri, calcolati per la polizza rendita vitalizia immediata posticipata 
indicizzata sulla longevità, risultano diminuire con l’aumento di età dell’assicurato alla 
stipula del contratto indifferentemente dalla base demografica applicata. Ciò avviene  
poiché all’aumentare dell’età alla stipulazione contrattuale diminuiscono le probabilità 
di sopravvivenza delle teste assicurate. La variabile demografica, infatti, incide sulla 
determinazione del premio, il quale risulta crescente al crescere della probabilità 
dell’evento oggetto di assicurazione e decrescente nel caso contrario.    
Come evidenziato dalle tabelle 20-21 i premi unici, relativi alle età x = 60, 65, 70, 
75, calcolati applicando come base demografica la tavola di sopravvivenza LC 1970 (0-
104), risultano maggiori dei premi unici, delle rispettive età, calcolati applicando come 
base demografica la tavola di sopravvivenza LC 1970 (60-104) poiché la prima base 
demografica è maggiore della seconda. Ciò conferma la relazione direttamente 
proporzionale tra la base demografica e il valore del premio.     
I premi unici in questione, in entrambi i casi, risultano relativamente bassi poiché la 
base finanziaria applicata, cioè i rendimenti medi ponderati annuali dei Bot a dodici 
mesi, nel periodo di godimento della rendita sono molto elevati. La variabile finanziaria, 
infatti, incide negativamente sulla determinazione del premio, il quale risulta 
decrescente al crescere del tasso di interesse tecnico, perché essendo un valore attuale 
decresce all’aumentare del tasso di interesse.  
Dalle figure 16-17 si osserva che la riserva matematica è decrescente perché viene 
impiegata per pagare la rendita. Infatti, tutte le polizze vita sono costruite in modo tale 
che, durante la loro vita contrattuale, la riserva matematica non diventi negativa. Ciò 
significa che il contratto è congegnato in modo tale che l’assicuratore sia essere sempre 
debitore e mai creditore nei confronti dell’assicurato. 
Dalle tabelle 22-29 si evince che nel periodo di godimento della rendita la riserva 
premi è nulla, essendo previsto il pagamento in un'unica soluzione, e la riserva 
prestazioni coincide con la riserva matematica. Poiché non sono previste prestazioni 
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caso morte, la relativa riserva è nulla e la riserva prestazioni caso vita coincide con la 
riserva prestazioni. 
In questo caso la riserva matematica  è la principale riserva tecnica e corrisponde al 
debito che l’impresa di assicurazione ha maturato nei confronti dei suoi assicurati. 
Questa riserva consente alla compagnia di assicurazione di onorare le prestazioni 
previste nei contratti a suo carico ed è costituita dall’accantonamento di una quota del 
premio pagato dal contraente. 
Il premio di rischio è il valore attuale attuariale in t della perdita che l’assicuratore 
subirà per il caso morte al tempo t + 1. ௧ܲ
ሺோሻquantifica quindi la parte del premio ௧ܲ  che 
copre (in aspettativa) la perdita dell’assicuratore per il caso morte al tempo t + 1. 
Le tabelle 22-29 evidenziano che sia il capitale sotto rischio che il premio di rischio 
nella rendita analizzata sono sempre negativi, perchè in caso di morte dell’assicurato al 
tempo t + 1 l’assicuratore ha un profitto in quanto omette di versare la rata e incamera la 
riserva. 
Il premio di risparmio ௧ܲ
ሺௌሻè quello che rimane del premio ௧ܲ dopo che è stata 
scorporata la componente di rischio e va a finanziare la prestazione posticipata caso vita 
in       t + 1. 
Nel nostro caso, essendo nulli i premi successivi al primo, si avrà che premio di 
rischio e premio di risparmio sono uguali in valore assoluto ma di segno opposto. 
La riserva matematica o, meglio, la riserva matematica completa, è una grandezza 
bilancistica: essendo il valore netto degli impegni residui dell’assicuratore, questi deve 
metterla a bilancio, investendola in attivi a copertura. 
In base a questo risultato risulta chiaro come l’assicuratore debba gestire la polizza. 
Nell’ipotesi del I ordine egli riesce infatti a investire esattamente al tasso tecnico e 
paga le prestazioni secondo quanto previsto dalla base demografica del I ordine. In 
queste ipotesi, quindi, se l’assicuratore ogni anno: 
• investe quello che rimane; 
• paga le prestazioni caso vita posticipate (a fine anno), 
si ritrova con un valore degli attivi che è esattamente uguale alla riserva matematica, 
cioè al valore residuo netto del suo impegno verso gli assicurati. E quindi coperto.  
Naturalmente non è assolutamente detto che le ipotesi del I ordine si verifichino nella 
realtà, ma se sono suﬃcientemente prudenziali l’assicuratore ha una certa garanzia di 
rimanere coperto. 
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Si noti che l’appostamento della riserva matematica non garantisce la solvibilità 
dell’assicuratore. Essa è infatti determinata in base alla prudenzialità, cioè 
all’avversione al rischio, dell’assicuratore. Il regolamentatore tipicamente richiede 
un’ulteriore immobilizzazione di capitale per garantire la solvibilità del contratto, il 
margine di solvibilità.  
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Appendice 
 
> library(demography) 
> library(addb) 
> library(RCurl) 
> library(tseries) 
> library(mgcv) 
> library(cobs) 
> library(strucchange) 
> library(lifecontingencies) 
> library(ftsa) 
> library(rainbow) 
> library(forecast) 
> italia<-hmd.mx("gianlucapaolini4@virgilio.it","email","password","salerno") 
> plot(italia,series="male") 
> plot(mean(italia,series="male"),type="l")  
> italia_smooth<-smooth.demogdata(italia) 
> plot(italia_smooth,series="male") 
> lcar<-lca(italia_smooth,series="male",ages=0:104,max.age=104,years=1880:1969,interpolate=T,    
    adjust="e0",chooseperiod=T) 
> plot(lcar) 
> summary(lcar) 
> plot(residuals(lcar)) 
> lcar2<-lca(italia_smooth,series="male",ages=60:104,max.age=104,years=1880:1969,interpolate=T,    
   adjust="e0",chooseperiod=T) 
>  plot(lcar2) 
> summary(lcar2) 
> plot(residuals(lcar2)) 
> kt<-lcar$kt 
> acf(kt,12)       
> pacf(kt,12) 
> QLB12=Box.test(kt, lag = 12, type = c("Ljung-Box"), fitdf = 0) 
> modello<-arima(kt,order=c(0,1,0)) 
> summary(modello) 
> residui<-modello$residuals 
> residui_f<-residui[is.na(residui)==F] # filtro i valori iniziali mancanti 
> QLB12_res=Box.test(residui_f, lag = 12, type = c("Ljung-Box"), fitdf = 0) 
> acf(residui_f,12) 
> pacf(residui_f,12) 
> jarque.bera.test(residui) 
> ita_forecast<-forecast(lcar,h=40,level=95,se="innovdrift",jumpchoise="actual") 
> ita_forecast2<-forecast(lcar2,h=40,level=95,se="innovdrift",jumpchoise="actual") 
> plot(ita_forecast) 
> plot(mean(ita_forecast),type="l",col="4") 
> plot(ita_forecast,"c")> z<-extract.years(italia_smooth,1970:2009) 
> plot(mean(ita_forecast),type="l",col="4" ,xlab="Age",ylab="mean(ita_forecast) / mean(italia)") 
> lines(mean(z,series="male"),type="l",col="2") 
> tm0_obs<-lifetable(italia,series="male",years=1970:2009,ages=0:104,max.age=104,type="period") 
> tm60_obs<-lifetable(italia,series="male",years=1970:2009,ages=60:104,max.age=104,type="period") 
> tm65_obs<-lifetable(italia,series="male",years=1970:2009,ages=65:104,max.age=104,type="period") 
> tm70_obs<-lifetable(italia,series="male",years=1970:2009,ages=70:104,max.age=104,type="period") 
> tm75_obs<-lifetable(italia,series="male",years=1970:2009,ages=75:104,max.age=104,type="period") 
>tm0_ref=lifetable(ita_forecast,series="male",years=1970:2009,ages=0:104,max.age=104,type="period") 
>tm0_ref2=lifetable(ita_forecast2,series="male",years=1970:2009,ages=0:104,max.age=104, 
  type="period") 
>tm60_ref=lifetable(ita_forecast,series="male",years=1970:2009,ages=60:104,max.age=104, 
  type="period") 
>tm60_ref2=lifetable(ita_forecast2,series="male",years=1970:2009,ages=60:104,max.age=104, 
  type="period") 
>tm65_ref=lifetable(ita_forecast,series="male",years=1970:2009,ages=65:104,max.age=104, 
  type="period") 
>tm65_ref2=lifetable(ita_forecast2,series="male",years=1970:2009,ages=65:104,max.age=104, 
  type="period") 
>tm70_ref=lifetable(ita_forecast,series="male",years=1970:2009,ages=70:104,max.age=104, 
  type="period") 
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>tm70_ref2=lifetable(ita_forecast2,series="male",years=1970:2009,ages=70:104,max.age=104, 
  type="period") 
>tm75_ref=lifetable(ita_forecast,series="male",years=1970:2009,ages=75:104,max.age=104, 
  type="period") 
>tm75_ref2=lifetable(ita_forecast2,series="male",years=1970:2009,ages=75:104,max.age=104, 
  type="period") 
> e0_obs<-life.expectancy(italia,series="male",years=1970:2009,type="period",age=0,max.age=104) 
> plot(e0_obs) 
> e60_obs<-life.expectancy(italia,series="male",years=1970:2009,type="period",age=60,max.age=104) 
> plot(e60_obs) 
> e0_ref<-flife.expectancy(ita_forecast,series="male",age=0,years=1970:2009,type="period",PI=T, 
   nsim=1000,max.age=104) 
> plot(e0_ref) 
> e60_ref<-flife.expectancy(ita_forecast,series="male",age=60,years=1970:2009,type="period",PI=T, 
   nsim=1000,max.age=104) 
> plot(e60_ref) 
> ita_69<-extract.years(italia,1872:1969) 
> italiae0<-combine.demogdata(ita_69,ita_forecast) 
> plot(italiae0) 
> plot(life.expectancy(italiae0,series="male",age=0)) 
> lines(rep(max(ita_69$year)+0.5,2),c(0,100),lty=3) 
> plot(life.expectancy(italiae0,series="male",age=60)) 
> lines(rep(max(ita_69$year)+0.5,2),c(0,100),lty=3) 
> ita.error0<-compare.demogdata(italia,ita_forecast,series="male",interpolate=T) 
> plot(ita.error0) 
> plot(ita.error0,transform=F) 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error0$age,ita.error0$mean.error[,"ME"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Forecast Error") 
> plot(ita.error0$age,ita.error0$mean.error[,"MSE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Squared Forecast 
   Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error0$age,ita.error0$mean.error[,"MPE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Percentage  
   Forecast Error") 
> plot(ita.error0$age,ita.error0$mean.error[,"MAPE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Absolute  
   Forecast Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error0$int.error[,"ISE"],xlab="Year",ylab="Integrated Square Error") 
> plot(ita.error0$int.error[,"IE"],xlab="Year",ylab="Integrated Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error0$int.error[,"IPE"],xlab="Year",ylab="Integrated Percentage Error") 
> plot(ita.error0$int.error[,"IAPE"],xlab="Year",ylab="Integrated Absolut Percentage Error") 
> ita.error60<-compare.demogdata(italia,ita_forecast,series="male",interpolate=T,ages=60:104) 
> plot(ita.error60) 
> plot(ita.error60,transform=F) 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error60$age,ita.error60$mean.error[,"ME"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Forecast Error") 
> plot(ita.error60$age,ita.error60$mean.error[,"MSE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Squared  
   Forecast Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error60$age,ita.error60$mean.error[,"MPE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Percentage   
   Forecast Error") 
> plot(ita.error60$age,ita.error60$mean.error[,"MAPE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Absolute  
   Forecast Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error60$int.error[,"ISE"],xlab="Year",ylab="Integrated Square Error") 
> plot(ita.error60$int.error[,"IE"],xlab="Year",ylab="Integrated Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error60$int.error[,"IPE"],xlab="Year",ylab="Integrated Percentage Error") 
> plot(ita.error60$int.error[,"IAPE"],xlab="Year",ylab="Integrated Absolut Percentage Error") 
> ita_forecast2<-forecast(lcar2,h=40,level=95,se="innovdrift",jumpchoise="actual") 
> plot(ita_forecast2) 
> plot(mean(ita_forecast2),type="l",col="4") 
> plot(ita_forecast2,"c") 
> z<-extract.years(italia_smooth,1970:2009) 
> plot(mean(extract.ages(z,60:104),series="male"),type="l",col="2",xlab="Age", 
   + ylab="mean(ita_forecast) / mean(italia)") 
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> lines(mean(ita_forecast2),type="l",col="4") 
> e0_ref<-flife.expectancy(ita_forecast2,series="male",age=0,years=1970:2009,type="period",PI=T, 
   nsim=1000,max.age=104) 
> plot(e0_ref) 
> e60_ref<-flife.expectancy(ita_forecast2,series="male",age=60,years=1970:2009,type="period",PI=T, 
   nsim=1000,max.age=104) 
> plot(e60_ref) 
> ita_69<-extract.years(italia,1872:1969) 
> italiae0<-combine.demogdata(ita_69,ita_forecast2) 
> plot(italiae0) 
> plot(life.expectancy(italiae0,series="male",age=0)) 
> lines(rep(max(ita_69$year)+0.5,2),c(0,100),lty=3) 
> plot(life.expectancy(italiae0,series="male",age=60)) 
> lines(rep(max(ita_69$year)+0.5,2),c(0,100),lty=3) 
> ita.error0<-compare.demogdata(italia,ita_forecast2,series="male",interpolate=T) 
> plot(ita.error0) 
> plot(ita.error0,transform=F) 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error0$age,ita.error0$mean.error[,"ME"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Forecast Error") 
> plot(ita.error0$age,ita.error0$mean.error[,"MSE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Squared Forecast 
   Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error0$age,ita.error0$mean.error[,"MPE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Percentage  
   Forecast Error") 
> plot(ita.error0$age,ita.error0$mean.error[,"MAPE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Absolute  
   Forecast Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error0$int.error[,"ISE"],xlab="Year",ylab="Integrated Square Error") 
> plot(ita.error0$int.error[,"IE"],xlab="Year",ylab="Integrated Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error0$int.error[,"IPE"],xlab="Year",ylab="Integrated Percentage Error") 
> plot(ita.error0$int.error[,"IAPE"],xlab="Year",ylab="Integrated Absolut Percentage Error") 
> ita.error60<-compare.demogdata(italia,ita_forecast,series="male",interpolate=T,ages=60:104) 
> plot(ita.error60) 
> plot(ita.error60,transform=F) 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error60$age,ita.error60$mean.error[,"ME"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Forecast Error") 
> plot(ita.error60$age,ita.error60$mean.error[,"MSE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Squared  
   Forecast Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error60$age,ita.error60$mean.error[,"MPE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Percentage   
   Forecast Error") 
> plot(ita.error60$age,ita.error60$mean.error[,"MAPE"],type="l",xlab="Age",ylab="Mean Absolute  
   Forecast Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error60$int.error[,"ISE"],xlab="Year",ylab="Integrated Square Error") 
> plot(ita.error60$int.error[,"IE"],xlab="Year",ylab="Integrated Error") 
> par(mfrow=c(2,1)) 
> plot(ita.error60$int.error[,"IPE"],xlab="Year",ylab="Integrated Percentage Error") 
> plot(ita.error60$int.error[,"IAPE"],xlab="Year",ylab="Integrated Absolut Percentage Error") 
>qx0_obs<-tm0_obs$qx 
>qx60_obs<-tm60_obs$qx 
>qx65_obs<-tm65_obs$qx 
>qx70_obs<-tm70_obs$qx 
>qx75_obs<-tm75_obs$qx 
>px0_obs<-(1-qx0_obs) 
>px60_obs<-(1-qx60_obs) 
>px65_obs<-(1-qx65_obs) 
>px70_obs<-(1-qx70_obs) 
>px75_obs<-(1-qx75_obs) 
>qx0_ref<-tm0_ref$qx 
>qx60_ref<-tm60_ref$qx 
>qx65_ref<-tm65_ref$qx 
>qx70_ref<-tm70_ref$qx 
>qx75_ref<-tm75_ref$qx 
>qx0_ref2<-tm0_ref2$qx 
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>qx60_ref2<-tm60_ref2$qx 
>qx65_ref2<-tm65_ref2$qx 
>qx70_ref2<-tm70_ref2$qx 
>qx75_ref2<-tm75_ref2$qx 
>px0_ref<-(1-qx0_ref) 
>px60_ref<-(1-qx60_ref) 
>px65_ref<-(1-qx65_ref) 
>px70_ref<-(1-qx70_ref) 
>px75_ref<-(1-qx75_ref) 
>px0_ref2<-(1-qx0_ref2) 
>px60_ref2<-(1-qx60_ref2) 
>px65_ref2<-(1-qx65_ref2) 
>px70_ref2<-(1-qx70_ref2) 
>px75_ref2<-(1-qx75_ref2) 
>prob60_ref<-diag(px60_ref) 
>prob65_ref<-diag(px65_ref) 
>prob70_ref<-diag(px70_ref) 
>prob75_ref<-diag(px75_ref) 
>prob60_ref2<-diag(px60_ref2) 
>prob65_ref2<-diag(px65_ref2) 
>prob70_ref2<-diag(px70_ref2) 
>prob75_ref2<-diag(px75_ref2) 
>prob60_obs<-diag(px60_obs) 
>prob65_obs<-diag(px65_obs) 
>prob70_obs<-diag(px70_obs) 
>prob75_obs<-diag(px75_obs) 
>plot(prob60_obs,type="p",col="2",xlab="Time",ylab="prob60_obs e ref") # aggiungere nome asse  
>lines(prob60_ref,type="p",col="4") 
>plot(prob60_obs,type="l",col="2") 
>lines(prob60_ref,type="l",col="4") 
>plot(prob60_obs,type="s",col="2") 
>lines(prob60_ref,type="s",col="4") 
>plot(prob65_obs,type="s",col="2",xlab="Time",ylab="prob65_obs e ref") 
>lines(prob65_ref,type="s",col="4") 
>plot(prob65_obs,type="l",col="2") 
>lines(prob65_ref,type="l",col="4") 
>plot(prob65_obs,type="p",col="2",xlab="Time",ylab="prob65_obs e ref") 
>lines(prob65_ref,type="p",col="4") 
>plot(prob70_obs,type="p",col="2",xlab="Time",ylab="prob70_obs e ref") 
>lines(prob70_ref,type="p",col="4") 
>plot(prob70_obs,type="l",col="2") 
>lines(prob70_ref,type="l",col="4") 
>plot(prob70_obs,type="s",col="2") 
>lines(prob70_ref,type="s",col="4") 
>plot(prob75_obs,type="s",col="2",xlab="Time",ylab="prob75_obs e ref") 
>lines(prob75_ref,type="s",col="4") 
>plot(prob75_obs,type="l",col="2") 
>lines(prob75_ref,type="l",col="4") 
>plot(prob75_obs,type="p",col="2",xlab="Time",ylab="prob75_obs e ref") 
>lines(prob75_ref,type="p",col="4") 
>i60<-prob60_ref/prob60_obs     
>plot(i60,type="p",xlab="Time") 
>i65<-prob65_ref/prob65_obs 
>plot(i65,type="p",xlab="Time") 
>i70<-prob70_ref/prob70_obs 
>plot(i70,type="p",xlab="Time") 
>i75<-prob75_ref/prob75_obs 
>plot(i75,type="p",xlab="Time") 
>i60_2<-prob60_ref2/prob60_obs     
>plot(i60_2,type="p",xlab="Time") 
>i65_2<-prob65_ref2/prob65_obs 
>plot(i65_2,type="p",xlab="Time") 
>i70_2<-prob70_ref2/prob70_obs 
>plot(i70_2,type="p",xlab="Time") 
>i75_2<-prob75_ref2/prob75_obs 
>plot(i75_2,type="p",xlab="Time") 
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>plot(i60,type="l",ylim=c(0.99,1.41)) 
>lines(i65,type="l",col="2")   # linea rossa  
>lines(i70,type="l",col="3")   # linea verde 
>lines(i75,type="l",col="4") 
>tm1970_ref<-lifetable(ita_forecast,series="male",years=1970,ages=0:104,max.age=104,type="period") 
>lx<-tm1970_ref$lx 
>tm1970_ref2<-lifetable(ita_forecast2,series="male",years=1970,ages=0:104,max.age=104,type="period") 
>lx2<-tm1970_ref2$lx 
>tassiBoT<-matrix(0,ncol=2,nrow=40) 
>tassiBoT[,1]<-seq(1971,2010,1) 
>rend=c(0.055,0.055,0.065,0.1412,0.111,0.1623,0.1524,0.1199,0.1251,0.1554,0.2024,0.1943,0.18,0.1549,0.1188, 
0.1029,0.0922,0.1042,0.1170,0.1210,0.1212,0.1369,0.1067,0.0953,0.1093,0.0833,+ 
+0.0629,0.0443,0.0309,0.0466,0.0405,0.0338,0.0222,0.0216,0.0221,0.0325,0.0408,0.0376,0.0115,0.0128) 
>tassiBoT[1:40,2]<-rend 
>a60<-vector(mode="numeric",length=40) 
>for( k in 1:40) { 
>     a60[k]<-i60[k]*(lx[61+k]/lx[61])*((1+rend[k])^-k) 
>} 
>sum(a60) 
>PUP<-sum(a60) 
… 
>a99<-vector(mode="numeric",length=1) 
>for( k in 1:1) { 
>     a99[k]<-i60[k+39]*lx[100+k]/lx[100]*((1+rend[k+39])^-k) 
>} 
>sum(a99) 
>v2009<-sum(a99) 
>riserva_x60=c(PUP,v1971,v1972,v1973,v1974,v1975,v1976,v1977,v1978,v1979,v1980,v1981,v1982,v1983,v1984, 
v1985,v1986,v1987,v1988,v1989,v1990,v1991,v1992,v1993,v1994,v1995,v1996,v1997,v1998,v1999,v2000,v2001,
v2002,v2003,v2004,v2005,v2006,v2007,v2008,v2009,0,0) 
>plot(riserva_x60,type="o",col="2",xlab="Time",ylab="Vt",pch=20) 
>riserva_x60 
>a_65<-vector(mode="numeric",length=39) 
>for( k in 1:39) { 
>    a_65[k]<-i65[k]*lx[66+k]/lx[66]*((1+rend[k])^-k) 
>} 
>sum(a_65) 
>PUP_65<-sum(a_65) 
… 
>a_103<-vector(mode="numeric",length=1) 
>for( k in 1:1) { 
>     a_103[k]<-i65[k+38]*lx[104+k]/lx[104]*((1+rend[k+38])^-k) 
>} 
>sum(a_103) 
>v_2008<-sum(a_103) 
>riserva_x65=c(PUP_65,v_1971,v_1972,v_1973,v_1974,v_1975,v_1976,v_1977,v_1978,v_1979,v_1980,v_1981, 
v_1982,v_1983,v_1984,v_1985,v_1986,v_1987,v_1988,v_1989,v_1990,v_1991,v_1992,v_1993,v_1994,v_1995, 
v_1996,v_1997,v_1998,v_1999,v_2000,v_2001,v_2002,v_2003,v_2004,v_2005,v_2006,v_2007,v_2008,0,0) 
>plot(riserva_x65,type="p",col="2",xlab="Time",ylab="Vt") 
>riserva_x65 
>a70_<-vector(mode="numeric", length=34) 
>for( k in 1:34) { 
>     a70_[k]<-i70[k]*lx[71+k]/lx[71]*((1+rend[k])^-k) 
>} 
>a70_[34]<-1.2*lx[71+34]/lx[71]*((1+rend[34])^-34) 
>sum(a70_) 
>PUP_70<-sum(a70_) 
… 
>a103_<-vector(mode="numeric",length=1) 
>for( k in 1:1) { 
>     a103_[k]<-1.2*lx[104+k]/lx[104]*((1+rend[k+33])^-k) 
>} 
>sum(a103_) 
>v2003_<-sum(a103_) 
>riserva_x70=c(PUP_70,v1971_,v1972_,v1973_,v1974_,v1975_,v1976_,v1977_,v1978_,v1979_,v1980_,v1981_, 
v1982_,v1983_,v1984_,v1985_,v1986_,v1987_,v1988_,v1989_,v1990_,v1991_,v1992_,v1993_,v1994_,v1995_, 
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v1996_,v1997_,v1998_,v1999_,v2000_,v2001_,v2002_,v2003_,0,0) 
>plot(riserva_x70,type="p",col="2",xlab="Time",ylab="Vt") 
>riserva_x70 
>a7_5<-vector(mode="numeric", length=29) 
>for( k in 1:29) { 
>     a7_5[k]<-i75[k]*lx[76+k]/lx[76]*((1+rend[k])^-k) 
>} 
>a7_5[26]<-1.2*lx[76+26]/lx[76]*((1+rend[26])^-26) 
>a7_5[27]<-1.2*lx[76+27]/lx[76]*((1+rend[27])^-27) 
>sum(a7_5) 
>PUP_75<-sum(a7_5) 
… 
>a10_3<-vector(mode="numeric",length=1) 
>for( k in 1:1) { 
>     a10_3[k]<-i75[k+28]*lx[104+k]/lx[104]*((1+rend[k+28])^-k) 
>} 
>sum(a10_3) 
>v19_98<-sum(a10_3) 
>riserva_x75=c(PUP_75,v19_71,v19_72,v19_73,v19_74,v19_75,v19_76,v19_77,v19_78,v19_79,v19_80,v19_81, 
v19_82,v19_83,v19_84,v19_85,v19_86,v19_87,v19_88,v19_89,v19_90,v19_91,v19_92,v19_93,v19_94,v19_95, 
v19_96,v19_97,v19_98,0,0) 
>plot(riserva_x75,type="p",col="2",xlab="Time",ylab="Vt") 
>riserva_x75 
>plot(riserva_x60,type="o",col="2",xlab="Time",ylab="Vt",pch=20) 
>lines(riserva_x65,type="o",col="3",pch=20) 
>lines(riserva_x70,type="o",col="4",pch=20) 
>lines(riserva_x75,type="o",col="4",pch=20) 
>lines(riserva_x75,type="o",col="6",pch=20) 
>a60_2<-vector(mode="numeric",length=40) 
>for( k in 1:40) { 
>     a60_2[k]<-i60_2[k]*lx2[1+k]/lx2[1]*((1+rend[k])^-k) 
>} 
>a60_2[33]<-0.8*lx2[1+33]/lx2[1]*((1+rend[33])^-33) 
>a60_2[34]<-0.8*lx2[1+34]/lx2[1]*((1+rend[34])^-34) 
>a60_2[35]<-0.8*lx2[1+35]/lx2[1]*((1+rend[35])^-35) 
>a60_2[36]<-0.8*lx2[1+36]/lx2[1]*((1+rend[36])^-36) 
>a60_2[37]<-0.8*lx2[1+37]/lx2[1]*((1+rend[37])^-37) 
>a60_2[38]<-0.8*lx2[1+38]/lx2[1]*((1+rend[38])^-38) 
>a60_2[39]<-0.8*lx2[1+39]/lx2[1]*((1+rend[39])^-39) 
>a60_2[40]<-0.8*lx2[1+40]/lx2[1]*((1+rend[40])^-40) 
>sum(a60_2) 
>PUP_2<-sum(a60_2) 
… 
>a99_2<-vector(mode="numeric",length=1) 
>for( k in 1:1) { 
>     a99_2[k]<-0.8*lx2[40+k]/lx2[40]*((1+rend[k+39])^-k) 
>} 
>sum(a99_2) 
>v2009_2<-sum(a99_2) 
>riserva_x60_2=c(PUP_2,v1971_2,v1972_2,v1973_2,v1974_2,v1975_2,v1976_2,v1977_2,v1978_2,v1979_2, 
v1980_2,v1981_2,v1982_2,v1983_2,v1984_2,v1985_2,v1986_2,v1987_2,v1988_2,v1989_2,v1990_2,v1991_2, 
v1992_2,v1993_2,v1994_2,v1995_2,v1996_2,v1997_2,v1998_2,v1999_2,v2000_2,v2001_2,v2002_2,v2003_2, 
v2004_2,v2005_2,v2006_2,v2007_2,v2008_2,v2009_2,0,0) 
>plot(riserva_x60_2,type="o",col="2",xlab="Time",ylab="Vt",pch=20) 
>a_65_2<-vector(mode="numeric",length=39) 
>for( k in 1:39) { 
>     a_65_2[k]<-i65_2[k]*lx2[6+k]/lx2[6]*((1+rend[k])^-k) 
>} 
>a_65_2[30]<-0.8*lx2[6+30]/lx2[6]*((1+rend[30])^-30) 
>a_65_2[31]<-0.8*lx2[6+31]/lx2[6]*((1+rend[31])^-31) 
>a_65_2[32]<-0.8*lx2[6+32]/lx2[6]*((1+rend[32])^-32) 
>a_65_2[33]<-0.8*lx2[6+33]/lx2[6]*((1+rend[33])^-33) 
>a_65_2[34]<-0.8*lx2[6+34]/lx2[6]*((1+rend[34])^-34) 
>a_65_2[35]<-0.8*lx2[6+35]/lx2[6]*((1+rend[35])^-35) 
>a_65_2[36]<-0.8*lx2[6+36]/lx2[6]*((1+rend[36])^-36) 
>a_65_2[37]<-0.8*lx2[6+37]/lx2[6]*((1+rend[37])^-37) 
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>a_65_2[38]<-0.8*lx2[6+38]/lx2[6]*((1+rend[38])^-38) 
>a_65_2[39]<-0.8*lx2[6+39]/lx2[6]*((1+rend[39])^-39) 
>sum(a_65_2) 
>PUP_65_2<-sum(a_65_2) 
… 
>a_103_2<-vector(mode="numeric",length=1) 
>for( k in 1:1) { 
>    a_103_2[k]<-0.8*lx2[44+k]/lx2[44]*((1+rend[k+38])^-k) 
>} 
>sum(a_103_2) 
>v_2008_2<-sum(a_103_2) 
>riserva_x65_2=c(PUP_65_2,v_1971_2,v_1972_2,v_1973_2,v_1974_2,v_1975_2,v_1976_2,v_1977_2,v_1978_2, 
v_1979_2,v_1980_2,v_1981_2,v_1982_2,v_1983_2,v_1984_2,v_1985_2,v_1986_2,v_1987_2,v_1988_2,v_1989_2,
v_1990_2,v_1991_2,v_1992_2,v_1993_2,v_1994_2,v_1995_2,v_1996_2,v_1997_2,v_1998_2,v_1999_2,v_2000_2,
v_2001_2,v_2002_2,v_2003_2,v_2004_2,v_2005_2,v_2006_2,v_2007_2,v_2008_2,0,0) 
>plot(riserva_x65_2,type="p",col="2",xlab="Time",ylab="Vt") 
>riserva_x65_2 
>a70__2<-vector(mode="numeric", length=34) 
>for( k in 1:34) { 
>     a70__2[k]<-i70_2[k]*lx2[11+k]/lx2[11]*((1+rend[k])^-k) 
>} 
>a70__2[25]<-0.8*lx2[11+25]/lx2[11]*((1+rend[25])^-25) 
>a70__2[26]<-0.8*lx2[11+26]/lx2[11]*((1+rend[26])^-26) 
>a70__2[27]<-0.8*lx2[11+27]/lx2[11]*((1+rend[27])^-27) 
>a70__2[28]<-0.8*lx2[11+28]/lx2[11]*((1+rend[28])^-28) 
>a70__2[29]<-0.8*lx2[11+29]/lx2[11]*((1+rend[29])^-29) 
>a70__2[30]<-0.8*lx2[11+30]/lx2[11]*((1+rend[30])^-30) 
>a70__2[31]<-0.8*lx2[11+31]/lx2[11]*((1+rend[31])^-31) 
>a70__2[32]<-0.8*lx2[11+32]/lx2[11]*((1+rend[32])^-32) 
>a70__2[33]<-0.8*lx2[11+33]/lx2[11]*((1+rend[33])^-33) 
>a70__2[34]<-0.8*lx2[11+34]/lx2[11]*((1+rend[34])^-34) 
>sum(a70__2) 
>PUP_70_2<-sum(a70__2) 
>a71__2<-vector(mode="numeric",length=33) 
>for( k in 1:33) { 
>     a71__2[k]<-i70_2[k+1]*lx2[12+k]/lx2[12]*((1+rend[k+1])^-k) 
>} 
… 
>a103__2<-vector(mode="numeric",length=1) 
>for( k in 1:1) { 
>    a103__2[k]<-0.8*lx2[44+k]/lx2[44]*((1+rend[k+33])^-k) 
>} 
>sum(a103__2) 
>v2003__2<-sum(a103__2) 
>riserva_x70_2=c(PUP_70_2,v1971__2,v1972__2,v1973__2,v1974__2,v1975__2,v1976__2,v1977__2,v1978__2, 
v1979__2,v1980__2,v1981__2,v1982__2,v1983__2,v1984__2,v1985__2,v1986__2,v1987__2,v1988__2,v1989__2,
v1990__2,v1991__2,v1992__2,v1993__2,v1994__2,v1995__2,v1996__2,v1997__2,v1998__2,v1999__2,v2000__2,
v2001__2,v2002__2,v2003__2,0,0) 
>plot(riserva_x70_2,type="o",col="2",xlab="Time",ylab="Vt") 
>riserva_x70_2 
>a7_5_2<-vector(mode="numeric", length=29) 
>for( k in 1:29) { 
>     a7_5_2[k]<-i75_2[k]*lx2[16+k]/lx2[16]*((1+rend[k])^-k) 
>} 
>a7_5_2[21]<-0.8*lx2[16+21]/lx2[16]*((1+rend[21])^-21) 
>a7_5_2[22]<-0.8*lx2[16+22]/lx2[16]*((1+rend[22])^-22) 
>a7_5_2[23]<-0.8*lx2[16+23]/lx2[16]*((1+rend[23])^-23) 
>a7_5_2[24]<-0.8*lx2[16+24]/lx2[16]*((1+rend[24])^-24) 
>a7_5_2[25]<-0.8*lx2[16+25]/lx2[16]*((1+rend[25])^-25) 
>a7_5_2[27]<-0.8*lx2[16+27]/lx2[16]*((1+rend[27])^-27) 
>a7_5_2[28]<-0.8*lx2[16+28]/lx2[16]*((1+rend[28])^-28) 
>a7_5_2[29]<-0.8*lx2[16+29]/lx2[16]*((1+rend[29])^-29) 
>sum(a7_5_2) 
>PUP_75_2<-sum(a7_5_2) 
>a7_6_2<-vector(mode="numeric",length=28) 
>for( k in 1:28) { 
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>     a7_6_2[k]<-i75_2[k+1]*lx2[17+k]/lx2[17]*((1+rend[k+1])^-k) 
>} 
… 
>a10_1_2<-vector(mode="numeric",length=3) 
>for( k in 1:3) { >    a10_1_2[k]<-0.8*lx2[42+k]/lx2[42]*((1+rend[k+26])^-k) 
} 
>sum(a10_1_2) 
>v19_96_2<-sum(a10_1_2) 
>a10_2_2<-vector(mode="numeric",length=2) 
>for( k in 1:2) { 
>    a10_2_2[k]<-0.8*lx2[43+k]/lx2[43]*((1+rend[k+27])^-k) 
>} 
>sum(a10_2_2) 
>v19_97_2<-sum(a10_2_2) 
>a10_3_2<-vector(mode="numeric",length=1) 
>for( k in 1:1) { 
>     a10_3_2[k]<-0.8*lx2[44+k]/lx2[44]*((1+rend[k+28])^-k) 
>} 
>sum(a10_3_2) 
>v19_98_2<-sum(a10_3_2) 
>riserva_x75_2=c(PUP_75_2,v19_71_2,v19_72_2,v19_73_2,v19_74_2,v19_75_2,v19_76_2,v19_77_2,v19_78_2, 
v19_79_2,v19_80_2,v19_81_2,v19_82_2,v19_83_2,v19_84_2,v19_85_2,v19_86_2,v19_87_2,v19_88_2,v19_89_2,
v19_90_2,v19_91_2,v19_92_2,v19_93_2,v19_94_2,v19_95_2,v19_96_2,v19_97_2,v19_98_2,0,0) 
>plot(riserva_x75_2,type="o",col="2",xlab="Time",ylab="Vt") 
>riserva_x75_2 
>plot(riserva_x60_2,type="o",col="2",xlab="Time",ylab="Vt",pch=20) 
>lines(riserva_x65_2,type="o",col="3",pch=20) 
>lines(riserva_x70_2,type="o",col="4",pch=20) 
>lines(riserva_x75_2,type="o",col="6",pch=20) 
>pr60<-vector(length=40,"numeric") 
>for ( l in 1:40){ 
>pr60[l]<-(-i60[l]-(riserva_x60[l+1]))*qx[60+l]*((1+rend[l])^-1) 
>} 
>cs60<-vector(length=40,"numeric") 
>for ( l in 1:40){ 
>cs60[l]<-(-i60[l]-(riserva_x60[l+1])) 
>} 
>pr65<-vector(length=39,"numeric") 
>for ( l in 1:39){ 
>pr65[l]<-(-i65[l]-(riserva_x65[l+1]))*qx[65+l]*((1+rend[l])^-1) 
>} 
>cs65<-vector(length=39,"numeric") 
>for ( l in 1:39){ 
>cs65[l]<-(-i65[l]-(riserva_x65[l+1])) 
>} 
>pr70<-vector(length=34,"numeric") 
>for ( l in 1:34){ 
>pr70[l]<-(-i70[l]-(riserva_x70[l+1]))*qx[70+l]*((1+rend[l])^-1) 
>} 
>pr70[34]<-(-1.2-(riserva_x70[35]))*qx[70+34]*((1+rend[34])^-1) 
>cs70<-vector(length=34,"numeric") 
>for ( l in 1:34){ 
>cs70[l]<-(-i70[l]-(riserva_x70[l+1])) 
>} 
>cs70[34]<-(-1.2-(riserva_x70[35])) 
>pr75<-vector(length=29,"numeric") 
>for ( l in 1:29){ 
>pr75[l]<-(-i75[l]-(riserva_x75[l+1]))*qx[75+l]*((1+rend[l])^-1) 
>} 
>pr75[26]<-(-1.2-(riserva_x75[26+1]))*qx[75+26]*((1+rend[26])^-1) 
>pr75[27]<-(-1.2-(riserva_x75[27+1]))*qx[75+27]*((1+rend[27])^-1) 
>cs75<-vector(length=29,"numeric") 
>for ( l in 1:29){ 
>cs75[l]<-(-i75[l]-(riserva_x75[l+1])) 
>} 
>cs75[26]<-(-1.2-(riserva_x75[26+1])) 
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>cs75[27]<-(-1.2-(riserva_x75[27+1])) 
>qx_2<-tm1970_ref2$qx 
>pr60_2<-vector(length=40,"numeric") 
>for ( l in 1:40) { 
>pr60_2[l]<-(-i60_2[l]-(riserva_x60_2[l+1]))*qx_2[l]*((1+rend[l])^-1) 
>} 
>pr60_2[33]<-(-0.8-(riserva_x60_2[33+1]))*qx_2[33]*((1+rend[33])^-1) 
>pr60_2[34]<-(-0.8-(riserva_x60_2[34+1]))*qx_2[34]*((1+rend[34])^-1) 
>pr60_2[35]<-(-0.8-(riserva_x60_2[35+1]))*qx_2[35]*((1+rend[35])^-1) 
>pr60_2[36]<-(-0.8-(riserva_x60_2[36+1]))*qx_2[36]*((1+rend[36])^-1) 
>pr60_2[37]<-(-0.8-(riserva_x60_2[37+1]))*qx_2[37]*((1+rend[37])^-1) 
>pr60_2[38]<-(-0.8-(riserva_x60_2[38+1]))*qx_2[38]*((1+rend[38])^-1) 
>pr60_2[39]<-(-0.8-(riserva_x60_2[39+1]))*qx_2[39]*((1+rend[39])^-1) 
>pr60_2[40]<-(-0.8-(riserva_x60_2[40+1]))*qx_2[40]*((1+rend[40])^-1) 
>cs60_2<-vector(length=40,"numeric") 
>for ( l in 1:40){ 
>cs60_2[l]<-(-i60_2[l]-(riserva_x60_2[l+1])) 
>} 
>cs60_2[33]<-(-0.8-(riserva_x60_2[33+1])) 
>cs60_2[34]<-(-0.8-(riserva_x60_2[34+1])) 
>cs60_2[35]<-(-0.8-(riserva_x60_2[35+1])) 
>cs60_2[36]<-(-0.8-(riserva_x60_2[36+1])) 
>cs60_2[37]<-(-0.8-(riserva_x60_2[37+1])) 
>cs60_2[38]<-(-0.8-(riserva_x60_2[38+1])) 
>cs60_2[39]<-(-0.8-(riserva_x60_2[39+1])) 
>cs60_2[40]<-(-0.8-(riserva_x60_2[40+1])) 
>pr65_2<-vector(length=39,"numeric") 
>for ( l in 1:39) { 
>pr65_2[l]<-(-i65_2[l]-(riserva_x65_2[l+1]))*qx_2[5+l]*((1+rend[l])^-1) 
>} 
>pr65_2[30]<-(-0.8-(riserva_x65_2[30+1]))*qx_2[5+30]*((1+rend[30])^-1) 
>pr65_2[31]<-(-0.8-(riserva_x65_2[31+1]))*qx_2[5+31]*((1+rend[31])^-1) 
>pr65_2[32]<-(-0.8-(riserva_x65_2[32+1]))*qx_2[5+32]*((1+rend[32])^-1) 
>pr65_2[33]<-(-0.8-(riserva_x65_2[33+1]))*qx_2[5+33]*((1+rend[33])^-1) 
>pr65_2[34]<-(-0.8-(riserva_x65_2[34+1]))*qx_2[5+34]*((1+rend[34])^-1) 
>pr65_2[35]<-(-0.8-(riserva_x65_2[35+1]))*qx_2[5+35]*((1+rend[35])^-1) 
>pr65_2[36]<-(-0.8-(riserva_x65_2[36+1]))*qx_2[5+36]*((1+rend[36])^-1) 
>pr65_2[37]<-(-0.8-(riserva_x65_2[37+1]))*qx_2[5+37]*((1+rend[37])^-1) 
>pr65_2[38]<-(-0.8-(riserva_x65_2[38+1]))*qx_2[5+38]*((1+rend[38])^-1) 
>pr65_2[39]<-(-0.8-(riserva_x65_2[39+1]))*qx_2[5+39]*((1+rend[39])^-1) 
>cs65_2<-vector(length=39,"numeric") 
>for ( l in 1:39){ 
>cs65_2[l]<-(-i65_2[l]-(riserva_x65_2[l+1])) 
>} 
>cs65_2[30]<-(-0.8-(riserva_x65_2[30+1])) 
>cs65_2[31]<-(-0.8-(riserva_x65_2[31+1])) 
>cs65_2[32]<-(-0.8-(riserva_x65_2[32+1])) 
>cs65_2[33]<-(-0.8-(riserva_x60_2[33+1])) 
>cs65_2[34]<-(-0.8-(riserva_x60_2[34+1])) 
>cs65_2[35]<-(-0.8-(riserva_x60_2[35+1])) 
>cs65_2[36]<-(-0.8-(riserva_x60_2[36+1])) 
>cs65_2[37]<-(-0.8-(riserva_x60_2[37+1])) 
>cs65_2[38]<-(-0.8-(riserva_x60_2[38+1])) 
>cs65_2[39]<-(-0.8-(riserva_x60_2[39+1])) 
>pr70_2<-vector(length=34,"numeric") 
>for ( l in 1:34) { 
>pr70_2[l]<-(-i70_2[l]-(riserva_x70_2[l+1]))*qx_2[10+l]*((1+rend[l])^-1) 
>} 
>pr70_2[25]<-(-0.8-(riserva_x70_2[25+1]))*qx_2[10+25]*((1+rend[25])^-1) 
>pr70_2[26]<-(-0.8-(riserva_x70_2[26+1]))*qx_2[10+26]*((1+rend[26])^-1) 
>pr70_2[27]<-(-0.8-(riserva_x70_2[27+1]))*qx_2[10+27]*((1+rend[27])^-1) 
>pr70_2[28]<-(-0.8-(riserva_x70_2[28+1]))*qx_2[10+28]*((1+rend[28])^-1) 
>pr70_2[29]<-(-0.8-(riserva_x70_2[29+1]))*qx_2[10+29]*((1+rend[29])^-1) 
>pr70_2[30]<-(-0.8-(riserva_x70_2[30+1]))*qx_2[10+30]*((1+rend[30])^-1) 
>pr70_2[31]<-(-0.8-(riserva_x70_2[31+1]))*qx_2[10+31]*((1+rend[31])^-1) 
>pr70_2[32]<-(-0.8-(riserva_x70_2[32+1]))*qx_2[10+32]*((1+rend[32])^-1) 
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>pr70_2[33]<-(-0.8-(riserva_x70_2[33+1]))*qx_2[10+33]*((1+rend[33])^-1) 
>pr70_2[34]<-(-0.8-(riserva_x70_2[34+1]))*qx_2[10+34]*((1+rend[34])^-1) 
>cs70_2<-vector(length=34,"numeric") 
>for ( l in 1:34){ 
>cs70_2[l]<-(-i70_2[l]-(riserva_x70_2[l+1])) 
>} 
>cs70_2[25]<-(-0.8-(riserva_x70_2[25+1])) 
>cs70_2[26]<-(-0.8-(riserva_x70_2[26+1])) 
… 
>cs70_2[31]<-(-0.8-(riserva_x65_2[31+1])) 
>cs70_2[32]<-(-0.8-(riserva_x65_2[32+1])) 
>cs70_2[33]<-(-0.8-(riserva_x60_2[33+1])) 
>cs70_2[34]<-(-0.8-(riserva_x60_2[34+1])) 
>pr75_2<-vector(length=29,"numeric") 
>for ( l in 1:29) { 
>pr75_2[l]<-(-i75_2[l]-(riserva_x75_2[l+1]))*qx_2[15+l]*((1+rend[l])^-1) 
>} 
>pr75_2[21]<-(-0.8-(riserva_x75_2[21+1]))*qx_2[15+21]*((1+rend[21])^-1) 
>pr75_2[22]<-(-0.8-(riserva_x75_2[22+1]))*qx_2[15+22]*((1+rend[22])^-1) 
… 
>pr75_2[25]<-(-0.8-(riserva_x75_2[25+1]))*qx_2[15+25]*((1+rend[25])^-1) 
>pr75_2[27]<-(-0.8-(riserva_x75_2[27+1]))*qx_2[15+27]*((1+rend[27])^-1) 
>pr75_2[28]<-(-0.8-(riserva_x75_2[28+1]))*qx_2[15+28]*((1+rend[28])^-1) 
>pr75_2[29]<-(-0.8-(riserva_x75_2[29+1]))*qx_2[15+29]*((1+rend[29])^-1) 
>cs75_2<-vector(length=29,"numeric") 
>for ( l in 1:29){ 
>cs75_2[l]<-(-i75_2[l]-(riserva_x75_2[l+1])) 
>} 
>cs75_2[21]<-(-0.8-(riserva_x75_2[21+1])) 
>cs75_2[22]<-(-0.8-(riserva_x75_2[22+1])) 
… 
>cs75_2[25]<-(-0.8-(riserva_x75_2[25+1])) 
>cs75_2[27]<-(-0.8-(riserva_x75_2[27+1])) 
>cs75_2[28]<-(-0.8-(riserva_x75_2[28+1])) 
>cs75_2[29]<-(-0.8-(riserva_x75_2[29+1])) 
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